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(Abdruck aus den Berichten der math.-phys. Classe der 

Köniel. Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften 1890.) 



SITZUNG VOM 13. JANUAR 1890. 

HennaJiii Wiener, Die Zusammensetzung siceter endlichen 
Schraubungen zu einer einsigen.. Vorgelegt von Neumann. Mit 
vier Figuren. 

] . Die Lehre von der Bewegung starrer Systeme stützt sich 
wesentlich auf den Satz, dass ein System von starr verbundenen 
Punkten aus irgend einer Loge in jede beliebige andere durcli 
eine Scbraubuitg '} gebracht werden kann , woraus erhellt, 
dass es mj}glicli ist, jede beliebige Bewegung ihrem Erfolg nach 
durch eine bestimmte Sehraubung ku ersetzen. Sind zwei Be- 
wegungen gegeben, so bildet ihre Folge wieder eine einzige, 
und es besteht demnach eine Grundanfgabe darin, zwei Schrau- 
bungen zu einer einzigen neuen zusammenzusetzen. Handelt es 
sich dabei um unendlich kleine Bewegungen, so löst man die 
Aufgabe ohne Schwierigkeit, indem man jede Sehranlmng in eine 
Schiebung und in eine Drehung zerlegt denkt, und die un- 
endlich kleinen Schiebungen und die unendlich kleinen Dreh- 
ungen, jede für sich, wie Strecken zusammenseLzt. 

Im Folgenden will ich nun zeigen, dass man mit derselben 
Leichtigkeit auch endliche Schraubungen zusammensetzen kann. 
Und zwar wird die Methode in einer Verallgemeinerung der- 
jenigen bestehen, deren man sich zur Zusammensetzung der 
Strecken bedient. Wie jede Strecke durch zwei Elemente, den 
Anfangspunkt und den Endpunkt, bestimmt ist, so wird es auch 
gelingen für jede Schraubung zwei solche Elemente zu finden 
und zwar in zwei sieh kreuzenden Geraden. 

1) Die kurzen Worte «Schiebung, Drehung, Schraubung«, slatt Pa- 
ralte! Verschiebung (Translation], Rotation, Schraubenbewegung, entnehme 
ich Sühncie's »Theorie der Krystallstnictur«, ebenso das Wort »Umwen- 
dungii statt »halbe Umdrehung <i dem uLebrbucb der Elementai^eometrie« 
von Henbici und T reut lein. 
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14 IIrrmann \Vie\eii, 

Die allgemeine Lösung der Aufgabe hat naturgemäss den 
Erfolg, dass damit aucli alle besonderen Fälle erledigt sind. 
Waren also die Methoden, die man bisher zur Lasung der ein- 
facheren Aufgaben verwenden musste, mancherlei, so fahrt jetzt 
ein Weg stets zum Ziele. Da derselbe die geometrische An- 
schaulichkeit mit der Ktlrzc der Rechnung verbinde!, so gebe 
ich mich der Hoffnung hin, dass dadurch auch die Einführung 
in das Studium der Kinematik nicht unwesentlich erleichtert 
werde. 

T. Die Umweiidniig als elementare Bewegung. 

2. Als elementare Bewegung hat man bisher die Schiebung 
und die Drehung betrachtet, da, wie erwähnt, jede beliebige 
Bewegung als Folge dieser beiden angesehen werden kann'). 
Wir fassen diese schon als zusammengesetzt auf und führen eine 
einheitliche elementare Bewegung ein, durch welche dasselbe 
erreicht wird, nämlich die Umtoendung d. i. die halbe Umdrehung 
um eine Axe. Wir werden im folgenden Abschnitt sehen, dass 
sowohl jede Schiebung und Drehung, wie auch jede Schraubung 
als die Folge zweier Umwendungen um bestimmte Geraden als 
Axen dargestellt werden kann. Hier seien nur die wichtigsten 
Eigenschaften unserer neuen elementaren Bewegung angeführt. 

3. Mit jeder Geraden des Raumes ist eine elementare Bewegung 
eindeutig verknüpft. Denn sind s, t,u ... beliebige Geraden, so 
ist um jede derselben nur eine einzige solche elementare Be- 
wegung möglich, wie auch umgekehrt zu jeder ümwendung eine 
ganz bestimmte Gerade als Axe gehört. Es führt dies zu einer 
einfachen Schreiliweise dieser Operation, indem wir unter 

W,W.{"), ■•• 

die Ümwendung bezvv. um die Gerade 
s , t, u, . ■ ■ 
verstehen. Dabei fassen wir die Geraden tifots als fest im Räume 
//egenrffl.u/', ganz unabhängig davon, welchen Bewegungen sonstige 
Punkte des Baumes unterworfen sein mögen. 



I) Von diesem Salze werde ich in einer Fortsetzung lies vorliegenden 
Aufsatzes einen auf denselben Grundlagen beruhenden einfachen Beweis 
Seber, sowie eine damit zusammenhangende kurze Lösung der Aufgabe, 
die Schraubung zu flndeni welche ein starres Dreieck aus einer Lage in 
eine beliebige andere bringt. 
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Theorie der Umwenüungen. 15 

Gelangen die Punkte eines starren Systems aus den Anfangs- 
lagen -d,,£,,C,,.., durch eine Umwendung ums in die Endlagen 
-■Ij, Äj, Cj, ■ ■ ■ , so sclireiben wir dies: 

^, B, C, ■ - ■ {s} .-Ij B^C^ ■■■ 

Wird das System ebenso nach einander den Operationen (,v}, 
dann [l] unterworfen, so dass: 

A,B,C,--- [s] A, B, C,--- {t) A.B.C,--- , 
so bezeichnen wir das als die Folge (s, () der Operationen {s} 
und {;} und sehreiben 

-■1, B, Ü, ■■■{s,t}A,B,C,--- , 

und analog für die Folge von beliebig vielen solchen Operationen. 
Wegen der Slarre des Systems folgen aus dieser Formel Be- 
ziehungen zwischen den Entfernungen, Winkeln, Dreiecken 
u. 5. w. So 

A,B, = A^B.^, ^A^B, C, = A,B, (\ , A-l.-ßi ^i = -1» «s'^'s 
u. s. f.i) 

4. Die wichtigste Eigenschaft dieser elementaren Bewegung 
ist die, dass sio eine involutorische ist, d. A. eme solche, deren 
einmaliye Wiederholung ihren Erfolg aufhebt. Denn erleidet ein 
System von Punkten eine Urawendung um s, uud dann noch 
eine solche, so hat jeder Punkt eine ganze Umdrehung um s 
gemacht und ist also in seine Ausgangslage zurückgekehrt. Eine 
Operation, die keine Wirkung auf das von ihr betroffene Object 
austibt, nennt man die identische und belegt sie mit dem 
Zeichen 1 , so dass wir, wenn s eine ganz beliebige Gerade ist, 
stets schreiben können : 



5, Die geometrische Bedingung dafür, dass bei der Um- 
wendung ums die beiden Stellen A^ und A^ des Baumes Änfangs- 
und Endlage eines Punktes sind, besteht darin dass s die 
luittelsenkrechte Gerade von A, A^ ist. 

1) Die Zeichen {s}, {s, l), ■■ werden also genau so gobrauchl, wie da^ 
Zeichen I^ bei Dreiecken,^ in der projecliven Geometrie u. a. ; MöBins ge- 
braucht jD einer etwas allgemeineren Bedeutung das Zeichen = fUr con- 
gruento und symmetrisch gleiche Systeme, und liest aus derartigen Glei- 
chungen die obigen Beziehungen ab. 
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16 Hermann Wieneb, 

Anmerkung. Man kanndann auch sagen, jeder Punkt gehe aus 
seiner Anfangslage durch Spiegelung an der Geraden ') s in seine 
Endlage über, und auch, es sei an s das ganze starre System aus 
jener Lage in diese gespiegelt worden. Dadurch ist die Stellung 
ausgedrückt, welche die hier folgenden Betrachtungen in einer 
allgemeineren Theorie einnehmen, nämlich in der Geometrie 
der Spiegelungen^) . Die Spiegelungen eines rUumlichen Systems 
an einer Ebene und an einem Punkte haben für die Mechanik 
keine unmittelbare Bedeutung, weil durch sie das System nicht 
in ein congruenles, sondern in ein symmetrisches übergeführt 
wird. Und doch ist auch diese Erweiterung nicht ohne Anwen- 
dung auf Verhältnisse, die in der Natur vorkommen ; die neueren 
Untersuchungen über die Kryslallstruetur zeigen die Nothwen- 
digkeit, auch symmetrische Systeme mit in Betracht zu ziehen. 

IL Die Folge zweier Umweiidungen. 

6. Im Folgenden soll nun der Hauptsatz unserer Theorie ab- 
geleitet werden, dass jede Schraubung dasselbe leistet, wie die 
Umwendungen um zwei bestimmte Geraden. Wie aber eine 
durch Anfangs- und Endpunkt gegebene Strecke durch eine 
andere, ihr gleiche, ersetzt werden kann, von welcher der eine 
dieser beiden Punkte beliebig gewählt werden darf, so kann 
auch von den beiden Geraden, um welche, mr Erzielung des 
Erfolges einer gegebenen Schraubung, nach einander umgewandt 
werden muss, die eine nach gewissen Willkürtichkeiten ange- 
nommen werden, während die Lage der anderen daraus folgt. 
Es ergibt sich hier also die wichtige Frage nach der Ersetzbarkeit 
[Aequivalenz) der Umwendungen um zwei Geraden durch die- 
jenigen um zwei andere, d. i. die Frage, wann rufen zwei Geraden 
s, ( dieselbe La gen Veränderung eines Systems, hervor, wie zwei 
andere Geraden s',i' ? Formal drücken wir die Ersetzbarkeit zweier 
Bewegungen durch das Gleichheitszeichen aus, schreiben also: 

{»,() = {»■,'')■ 

7. Um zu zeigen, dass eine Bewegung denselben Erfolg hat, 

1) Der Begriff »Spiegelung »d einer Geradeui gestattet nicht nur eine 
leichtere Ausdrucks weise, sondern ist, wie ich meine, auch anschaulicher 
eis der der Umwendung. Doch glaubte ich auf diese Vortheile verzichten 
zu müssen, um selbst den Schein eines der Mechanik fremden Begriffs zu 
vermeiden. 

3) Die Grundlagen der allgemeinen geometrischen Theorie der Spie- 
gelungen werde ich demnächst in einer grösseren Arbeit auseinandersetzen. 
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Theorie der Umwendungen. 



17 



wie eine zweite, habeu wir stets nur nachzuweisen, dass die 
drei Eckpunkte eines Dreieclss durch beide Bewegungen aus 
ihrer Anfangslaije in dieselbe Endlage übergeführt werdeu. Denn 
In der Kinematik starrer Systeme gilt der 

Grundsatz. Die Lage eines Systems starr verbundener 
Punkte im Räume ist vollkommen bestimmt, wenn die Lage der drei 
Eckpunkte eines dem System angebörende» Dreiecks bekannt ist. 

8. Wir untersuchen zuerst, was geschieht mit einena System, 
welches den Umwendungen >im zwei parallele Geraden s und ( 
unltTworfen ist, d. h. was bedeutet die Operation 



.0 



>ii' 



Ein Punkt, der vor der Be- 
wegung in der Ebene der beiden 
Geradeninvi, liegt, gelangt durch 
die erste Umwendung (um ») in 
die Lage /!,,, und von da durch 
die zweite Uniwendung (um ;,. 
nach A^. Dabei liegen, wie yi,, 
auch -J|j und /l^ in der Ebene der 
beiden Geraden, und weil die 
ausy], aufs errichtete Senkrechte 
auch auf t senkrecht steht, alle drei in einer Geraden, welche 
von s und ( in S und T geschnitten werden miSge, 

Dann gilt diu S trecken gleichung [wie auch A^ in der Ebene 
liegen mag): 






A,. 



Da aber 



•.A,S-j-S~A^^-\-A,J-+TA^_ . 



i'nach !>) so wird 

a'',A^= 2«.'1„ + fÄ^J='iSf . 

Da die Strecke S T der Abstand der Geraden s und ; ist '), so 
erfährt jener Punkt eine Schiebung um den doppelten Abstand 
dieser Geraden, und dasselbe f^cschieht auch mit jedem anderen 
l'unkt der Ebene. 



I) Als den Abstand z 
(nach Grösse, Richtung nn<\ 
ment s nach dem zweiten ( 1 

Math.-phya. CUssa. 189». 



eier Elemente s, t bezeichne icli sf«ts e 
inn bestimmte] Strecke, die vom ersten E 
n gerichtet ist. 
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18 Hermann Wieneb 

Denken wir uns nun ein Dreieck der Ebene von s, (, das die 
Anfangslage A,B^ C, hat, in dem bewegten starren System ent- 
halten, so geht dasselbe sowohl durch die Schiebung um 2ST, 
wie auch durch {s, (} in die Endlage A^B^ C, über, und demnach 
(7.) ist die erste dieser Bewegungen durch die andere ersetzbar. 
Dies giebt den 

Satz. Die folge der Umwendungen um zwei parallele 
Geraden ist ersetzbar durch eine Schiebung um ihren doppelten 
Abstand. 

ümkehrnng. Jede Schiebung eines Systems statr vm-bun- 
dener Punkte isl ersetzbar durch Umwendungen um zwei Geraden, 
von welchen die eine senkrecht zur Schiebungsrichtung, sonst aber 
beliebig, angenommen werden darf. 

Denn dann kann man eine andere zu jener parallele Gerade 
so annehmen, dass ihr Abstand der halben Strecke, um welche 
verschoben wird, gleich ist. Die durch sie erzeugte Bewegung 
ist dann nach dem »SaUeu durch die Schiebung ersetzbar. 

Zusatz. Die Umwendungen um zwei parallele Geradens, t 
sind durch diejenigen um zwei andere Geraden s', t' ersetzbar, wenn 
diese ebenfalls parallel sind, und ihr Abstand'] dem der ersteti 
gleich ist. 

9. Wir geben zu dem Falle über, dass die beiden Geraden s 
und t sich schneiden, etwa im Punkte 0. Ein Punkt, der vor der 
Bewegung in der Ebene der beiden Geraden in A^ liegt, gelangt 
durch die erste Umwendung (um s) in die Lage A,^ und von da 
durch die zweite Uiriwcndung (um/) nach A,_, und es liegen 
auch /),, undyi, in jener Kbeno. Da 
l)ei jeder dieser Bewegungen an seiner 
Stelle bleibt, so ist: 

OA^{s} OA,^[t}OA^ , 




l)A^ = 0^,^= OA^ 
d. h. A^ lind A^ liegen auf demselben 
Kreise mit dem Mittelpunkt 0. 

Ferner gilt, wie auch yl, in seiner 
^ Ebene gelegen sein mag, die Winkel- 

gieichung (wenn 0A^ =^ a, 0Ä^^ ^= a,, , OA^-^ u^ gesetzt ist;: 

i) Vergleiche die vorii^e t'ussnofe. 
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Theorie der UMwE\IlU^■^;EN, 19 

^ (". «.) = l(U s) + isa,,) + K,0 + ita,) 
(abgesehen von Vielfachen einer vollen Umdrehung), und da 

-4 Ks) -(«",.) ; ^ !/(,,/) = [(«,) , 
so wird: 

^{<>,<h) ^H^oJ +%{o,,t] =il,t] . 
Darausfolgt, dass jeder Punkt der Ebene durch [s,t] eine Drehung 
um den Punkt um den Winkel 2 (s t) erfährt, oder was dasselbe 
heisst, eine Drehung um eine in auf der Ebene errichtete 
senkrechte Axe um diesen Winkel. Denken wir uns also ein in 
jener Ebene gelegenes Dreieck in dem starren System enthalten, 
so wird dasselbe sowohl durch die Bewegung fs, (}, wie auch 
durch die Drehung um jene Axe in die gleiche Endlage ge- 
bracht, und wir haben daher (nach 7.} den 

Satz, Die Folge der Umtvetidungen um zwei sich schnei- 
dende Geraden lässt sich ersetzen durch eine Drehung um ihren 
doppelten Winkel um eine in ihrem SchniUpunkt auf ihrer Ebene 
senkrecht stehende Axe. 

TTinkebnin^. Jede Drehung um eine Axe kann durch Uwf- 
wendungen um zwei Geraden s, t ersetzt werden, von welchen 
die eine, jene Axe senkrecht schneidend, sonst aber beliebig, ange- 
nommen werden dnrf. 

Denn nimmt man die andere so an, dass sie die Axe in dem- 
selben Punkt senkrecht trifft, und dass der Winkel [si] gleich 
dem halben Drehwinkel ist, so ist nach dem fSatze« die Bewegung 
{s, l) durch jene Drehung ersetzbar. 

Zusatz I, Die Umwendungen um zwei sich schneideivle 
Geraden s, t sind durch diejenigen um zwei andere sich sehneidende 
Geraden s',f ersetzbar, wenn alle vier eine Gerade senkrecht 
treffen, und ^[st] = [s' l!) ist. 

Denn dann ist nach dem »Satze« {s,/) und [s',l') durch die- 
selbe Drehung ersetzbar. 

Zusatz n. Die Umwendungen um zwei einander senkrecht 
schneidende Geraden sind durch eine einsige zu ersetzen um eine 
Gerade, welche jene beiden senkredit trifft. 

Denn nach dem »SatzöJ betrügt der Drehwinkel zwei Bechte. 

Sind also s, t, n drei einander senkrecht treffende Geraden, 
so Ist 
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20 Hf.rhann Wienfr, 

Fügt man dieser Beweguug noch eint; Umwendung um ii hinzu, 
so wird : 

d.h.: 

Die ümwendungen um drei einander senlreckt schneidende 
Geraden fahren ein System in seine Ausgangslage zurück. 

1 0. Es seien endlich s und ( zwei sich kreuzende Geraden. 
Wir suchen dann ihren Abstand, er sei die Strecke S T, während 
mit p die Gerade desselben bezeichnet sei. Legen wir nun 
durch S die Gerade t' \\t , 
dun-h T die Gerade .v' || s, 
. wird 




^- {s. 



= {(■', 



V, /)} 



und anch 



und 






^i'.^,''),'/^ ':} , 



] ist. 



[s, s'} = [l', i] bedeutet eine Schiebung um die Strecke S N T, 
[s', /} := [s, t'} eine Drehung um die Axe p um den Winkel 

%[s'i) = 'i[Hl') = 2(s() ; _ 

{s, (} bedeutet also eine Schiebung um die Strecke 2S7', ver- 
bunden mit einer Drehung um den Winkel 9(s(), oder was 
dasselbe ist, die umgekehrte Folge dieser beiden Bewegungen, 
d. i. eine Schraubung um die Axe ;?, deren Höhe 2S3' und 
deren Winkel 2 (s () beträgt. 

Satz. Die Folge der Ümwendungen um zwei sich kreuzende 
Geraden ist ersetzbar durch eine Schraubung, deren Winkel dem 
doppelten Winkel, und deren Höhe dem doppelten Abstand dm- 
beiden Geraden gleich ist, während die Schraubenaxe mit der Linie 
dieses Abstandes zusammenfallt. 

Umkehrnng. Jede Schraubung kann durch die ümwen- 
dungen um zwei Geraden s, t ersetzt werden, von denen die eine, 
die Schraubenaxe senkrecht schneidend, sonst aber beliebig ange- 
nommen werden darf. 

Denn nimmt man dann die andere Gerade so an, dass sie 
die Schraubenaxe ebenfalls senkrecht trifft, und dass der Abstand 
der beiden Geraden gleich der halben Schraubungshöhe , ihr 
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Winkel gleich dem halbeo Schraubungswinkel isl, so ist nach 
dem JtSatzen {s , t] durch die Schraubung ersetzbar. 

Zusatz. Die Umwendungen um swei sich kreugende Ge- 
raden s,t sind durch diejenigen um, swei andere Geraden s', t' 
ersetzbar, wenn alle vier dieselbe Gerade senkrecht treffen, und 
wenn der Abstand und der Winkel von s und t gleich denen von 
s' und t' ist. 

Denn nach dem »Satze» ist dann [s, t], und {s', i'} durch 
dieselbe Schraubung ersetzbar. 

Einen besonderen Fall bekommen wir hier wieder, wenn 
dieser Winkel ein rechter ist, der Winkel der Sehraubung also 
zwei Rechte. Wir nennen dann die Bewegung eine halbe Um- 
schraubung. 

Auch die früheren Elementarbewegungen Schiebung und 
Drehung können als besondere Fälle der Schraubung betrachtet 
werden, sofern entweder der Schraubungswinkel, oder die 
Schraubungshöhe Null wird. 

III. Die Zusaninieiisetzuiig zweier Schraubungen. 

1 1 . Die Zusammensetzung zweier Strecken a und b geschieht 
so, dass man irgend einen Punkt des Raumes — er heisse T — 
wählt, und ihn zum Endpunkt und zum Anfangspunkt je einer 
Strecke macht, von denen die erste gleich a, die zweite gleich b 
ist. Dann setzt man die Strecken S T und TU einfach zusammen, 
indem man den gemeinsam vorkommenden Punkt T weglasst, 
und S als Anfangspunkt, T als Endpunkt einer neuen Strecke S T 
betrachtet, welche die gesuchte ist. 

Ganz analog verfahren wir bei der Zusammensetzung zweier 
Schraubungen. Es gicht stets eine Gerade — sie heisse ( — 
welche gleichzeitig zur Darstellung zweier gegebenen Schrau- 
bungen benutzt werden kann, es ist das diejenige (10. Um- 
kehrung), welche die beiden Schraubenaxen gleichzeitig senk- 
recht trifft. (Artet die eine Schraubung zur Schiebung aus, so 
giebt es sogar unendlich viele, von denen irgend eine ( sei.) 
Diese Gerade ( wählen wir als sweite des Geraden paare s, 
welches die erste Schraubung ersetzt, und als erste desjenigen 
das die zweite ersetzt, so dass die erste durch {s, i}, die zweite 
durch {t, m) ausgedrückt werden kann, wo s und u eindeutig 
bestimmte Geraden sind (10. Umkehrung). Statt die Folge der 
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beiden Schraubungen auszuführen, kann man also erst eine 
ümwendung um s und eine zweite um (, hierauf wieder eine 
Umwendung um t und eine weitere um h ausfuhren. Da aber 
eine zweimal hinter einander erfolgte ümwendung um l- keine 
Lagenveränderung hervorbringt, seist durch {ä,m} eine Schraubung 
bestimmt, welche die Folge der beiden gegebenen ersetzt. D. h. 
An^fabe. Es seien zwei Schraubungen dvrch Axe, Höke^] 
und Winkel, p, a, a bezw. q, b, ß gegeben, es sind diese Stücke 
r, c, y für diejenige Schraubung su sudien, welche dieselbe Lagen- 
verändertmg heri'orbringt, wie die Folge der gegebenen. 

LöBun^f. Man bestiTame die 
Gerade t, welche zugleich p und q 
senkrecht schneidet, lege dann 
eine Gerade s so, dass sie p senk- 
recht trifft, und dass Abstand und 
Winkel der beiden Geraden s und I 
gleich ^a und ^a ist , ebenso die 
Gerade n so, dass sie q senkrecht 
^^ trifll, und dass Abstanduod Winkel 
\ der Geraden ( und u gleich ^b und 
'/ i,V ist. 

Dann ist die Gerade r. welche 
s und » senkrecht trißl, die ge- 
suchte Schraubenaxe: Abstand 
und Winkel der Geraden s und v sind die halbe Höhe und 
der halbe Winkel der gesuchten Schraubung, {c und ^y ■ 

BewelB. Nach 10. Umkehrung ist die erste Schraubiing 
durch {s, t), die zweite durch {(, ii) zu ersetzen, ihre Folge also 
durch 




(nach i,). 

Znaatz I. Die halbe gesuchte Schraubungsliühe ist gleich 
der Projeclion der Streckensumme, gebildet aus den halben geg^enen 
Schraubungshöhen und dem kürzesten Abstand der ersten gegebenen 
Schraubenaxe von der zweiten, auf die gesuchte Schraubenaxe. 

Denn diese Streckensumme ist gleich der Strecke, die ihren 

1) Die Höhen a, b, c sind Strecken von bestimm fem Sinn, wie auch 
den Winkeln «, ß. y ein Sinn zukommt, der slels von der ersten Geraden 
nacli der zweiten geht. 
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Anfangspunkt im Schnittpunkt von s und p, ihren Endpunkt im 
Schnittpunkt von q und n hat. Und da jener Punkt durch s, 
dieser durch w auf 7" projicirt wird , so ist J-e die Projection der 
Streckensumme auf r. ') 

Zusatz II. Der gesuchte Schraubungswinkel und die Rich- 
tung der gesuchten Scbraubenaxe ist gleich denjenigen einer 
Drehung, welche man durch Zusammensetzung zweier Drehungen 
um sich schneidende Axen erhält, deren Axenrichtungen und Dreh- 
winkel denen der gegebenen Schraubungen gleich sind. 

Denn setzt man a und b gleich Null, und verschiebt p und q 
so, dass sie sich in einem Punkte treffen, so gehen bei Ver- 
wendung derselben Winkel a und ß die Geraden s, t, u, parallel 
zu ihrer früheren Lage, durch 0, und (s , u] stellt eine Drehung 
dar, deren Axe zu r parallel durch geht, und deren Winkel 
gleich y ist (9.). 

Dadurch haben wir zugleich den Satz erhalten 

Zwei Drehungen, deren Axen Sich in einem Punkte treffen, 
sind durch eine einzige zu ersetzen, deren Axe durüi denselben 
Punkt geht. 

In gleicher Weise lassen sich die übrigen bekannten Sätze 
tlber Zusammensetzung besonderer Bew egungen aus der allge- 
meinen Construction ablesen. 

1) Der Zusatz 1 ist nar ftlr den besonderen Fall der Zusammensetzung 
zweier ßfeÄunjen (o=:0, 6 = 0) bekannt. Man vergleiche Schell: »Theo- 
rie der Bewegung nnd der Kraftea a, Auflage, 1. Bd,, S. 180— 18ä. 
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(Abilriick aus den Borichten der matli.-pliys. Glasse der 
Koiiigl. Stlclis. Gesellschaft der Wissonschaften 1890.1 



SITZUNG VOM 3. MAR/. 1890. 

Hermann Wiener, Zur Theorie def Umicen<lun<ien.'} Vor- 
gelogt von Nkim^ns. Mit 7 Figuren. 

IV. Vif Uebfirflihniiig eines Systems ans piiier Lage 
iu eine belieliigc andere. 

12. Die Wichligkeit der voriiusgelieuden Betriiuhtuiigen 
lieruhtj wie erwUhnt, auf dem Satz, dass jede.s starre System 
aus einer Lage in jede andre durch eine Schraubung gebracht 
werden kann, oder, wie wir jetzt besser sagen, um auch 
die besonderen Fälle einKuschliessen, durch die Folge uweier 
Umwendungen. Den bisherigen Elementarbewegungen ent- 
sprechend, führte man den Beweis so, dass man das System 
aus der Anfangslage durch eine Schiebung in eine Zwischenlage 
brachte, von welcher aus es durch eine Drehung in die Endlage 
übergeführt werden konnte, woraus der Satu folgt, wenn man 
weiss, dass sich diese beiden Bewegungen zu einer Schraubung 
vereinigen. Ist so der Beweis geleistet, so lässl sich auch eine 
einfache Construction für die Axe dieser Schraubung angeben^). 

Sollen die Umwendungen die Grundlage bilden, so ist dieser 
Beweis durch einen anderen zu ersetzen. Wir wollen im Folgen- 
den einen solchen führen, der sich durch die Einfachheit seiner 
Voraussetzungen auszeichnet. Wir knüpfen, ohne die Betrach- 
tungen des 11. und III. Abschnittes zu benützen, direct an den 
Begriff der Umwendung an, indem wir, nach Aufstellung einer 
einfachen Bedingung für die Umwendbarkeit zweier Punkte in 

1) Dieser Aufsatz ist die Fortsetzung des auf Seite 13 — 33 abgedruclt- 
ten : »Die Zusammensetzung zweier endliciieii Schraubungen zu einer ein- 
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zwei andere (13.1, einen Satz ableiten, der, wie sich spater er- 
geben wird, auch von Wichtigkeit zur Beurteilung der Stellung 
ist, welche die Theorie der Umwendungen verwandten Zweigen 
der Geometrie gegenüber einnimmt: den Satz, dass jede Be- 
wegung, welche die Lage zweier Punkte gegenseitig vertauscht, 
durch eine Umwendung ersetzt werden kann (1i.), woraus sich 
sofort ergiebt, dass dasselbe von einer Bewegung gilt, welche 
eine Gerade mit sich selbst in umgekehrtem Sinne zur Deckung 
bringt (15.). Nun lässt sich aber jede Gerade durch eine Um- 
wendung mit jeder anderen in beliebigem Sinne zur Deckung 
bringen (16.1. Man braucht also {17.) nur irgend eine Gerade 
des Systems aus ihrer Anfangslage in umgekehrtem Sinne in 
ihre Endlage umzuwenden, so ist das System dadurch in eine 
Zwischenlage gelangt, aus der es durch eine zweite Umwendung 
in die Endlage gebracht werden kann. 

Dieser Gang des Beweises hat noch den Vortheil vor dem 
bisherigen, dass er sofort die beiden Geradon liefert, um welche 
umgewandt werden muss, was dann mit Rücksicht auf die Sätze 
des II. Abschnittes noch auf eine neue Eigenschaft der Scbrau- 
benaxe fuhrt 18.). 

13. Vorerst stellen wir eine einfache Bedingung dafür auf, 
dass zwei starr verbundene Punkte durch eine Umwendung um 
eine Gerade aus den Anfangslagen A^,B, in die Endlagen J,,Äj 
gebracht werden können. Bei dieser Bewegung müssen die in 
A^ und A^, und ebenso die in ß, und B^ gelegenen Punkte gerade 
ihre Lage verlauschen ; wenn also s die Axe der umwendung ist, 
so wird 

jl,^jB,Ä, {s} A^A^B^B, . 

Daraus folgen (nach 3.) die Gleichungen: 

A^B^ =A^B^; A.B^^A^B^ , 
wovon die erste ausdrückt, dass die Punkte starr verbunden 
sind, also nur die zweite etwas Neues aussagt. 

Wir können nun auch die ümkehrung dieses Salzes be- 



Zwei s(an' verbundene Punkte lassen sich aus einer Änfangs- 
lage.A^, ßj durch eine Umwendung in die Endlage A^, B^ bringen, 
wenn die geradlinigen Stücke zwischen der Anfangslage eines 
jeden und der Endlage des anderen gleich lang sind, also wenn 
A,B^ = A^B^. 
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Es ist nur zu zßigen, dass unter dieser Bedingung die Ver- 
binduDgs gerade der Mittelpunkte der beiden Stücke A^ A^ 
und ß, ifj auf diesen senkrecht steht, d. h. wenn M und N diese 
Mittelpunkte sind, dass 

MN±A^A^ und MNLB^B^, 
Da die Punkte starr verbunden sind, tritt zu der Bedingung 
noch die weitere: 

y|,ß, =A^B^ , 
wornus folgt 

I: /^A^A^B,^A,A^B._ , 

II: /\,B^B^A^^ßlB^A^ 

{Congruenz wogen Gleichheit dreie 
Seiten); dann folgt aus I. 
MB, =MB^ 

(als entsprechende Linien in congruenten Dreiecken). Da nun 
B, MB^ ein gleichschenkliges Dreieck ist, und iVdie Mitte seiner 
Grundlinie, so ist 

MN±B,B^. 
Ebenso folgt aus II. 

MNl A,A, , 
w. z. b. w. 

14. Satz. Eine Bewegung, bei der zwei thtnkte ihre Lage, 
vertauschen, ist stets durch eine Umwendung ersetzbar. 

Denn wird durch die Bewegung, welche wir der frtlheren 
Bezeichnung (3.) entsprechend durch {93} ausdrücken woUen, 
die Lage der in >1, und A^ befindlichen Punkte vertauscht, und 
ist ß, ein beliebiger, nicht auf der Geraden A^ A^ gelegener, 
weiterer Punkt, B^ die Endlage desselben, also 

so ist wegen der Starre dos Systems 

A^B^ = A^B^; ^ß, =A,B^, 
also (13.) gieht es eine Gerade s, so dass: 
^,B, {s} .-ijß, , 
was auch geschrieben werden kann: 

A^A^B^ {s}A^A,B, . 
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Daraus folgt, dass ein Dreieck durch { 93 } iiiid durcli { a } 
in dieselbe Endlage übergeführt wird, also 7.; 

{!») = {.). 

Zusatz I, Vei^tauscheii bei einer Bewegung zivei lenkte ihre 
Lage, so vertauscht jeder Punkt seine Lage mit demjenigen, in 
welcJien er bei der Bewegung übergeht^). 

Zusatz n. Es giebt keine involtttorische Bewegung, die nicht 
durch eine Umwendung su ersetzen würe. 

Denn die Bedingung der in volu torischen ßeweguni; ver- 
langt fi.), dass ein Punkt, welchen sie aus A^ nach Ä^ bringt, bei 
ihrer Wiederholung nach A^ zurückkehre. Dann ist die Be- 
wegung aber, wie eben bewiesen, durch eine Umwendung er- 
setzbar'-). 

I Jj, Bei einer Umwendung gelaugt jede Gerade, welche die 
ümwendaxe senkrecht trifft , mit sich selbst zur Deckung, doch 
so, dass ein der Geraden beigelegter Sinn in den umgekehrten 
verwandelt wird. Es gilt aber auch umgekehrt der 

Satz. Wird durch eine Bewegung eine Gerade mit sich selbst 
in umgekehrtem Sinne zur Deckung gebracht, so lässt sich die Be- 
wegung durch eine umwendung ersetzen, deinen Äxe die Gerade 
senicrecht trifft. 



I) Durch die BesUminuns , dass A, imii A^ ihre Lage veilauschcn 
sollen, ist die Endlege noch nicht beslimmt, da das starre System, der Be- 
dingung folgend, sich immer noch um die Gerade ,^iJädrelien kann. Aber 
in jede dieser möglichen Endlagen kann es durch eine Umwendung ge- 
bracht werden; als L'mwendaxe kann jede auf A,A^ mill«lsenkrechle 
j. Gerade dienen ; bestimmt ist dieselbe erst, 

wenn von einem ausserhalb dieser Gera den 
gelegenen Punkte Anfangs- und Endlage 
ßi, Äj gegeben sind. 

Um diese wichtigen Verhältnisse in 
die Anscliauung aufzunehmen, verfertige 
man sich ein Modell, bestehend aus einem 
Parallelogramm J,£, JjBj, das man aus 
-% starkem Papier ausschneidet und längs dei' 

Diagonale A^d^ umbiegt. Zu jeder Lage, die man den beiden Dreiecken 
ertheilen kann, sucht man sich in Gedanken leicht die zugehörige Ümwend- 
axe, welche J,.^äß, in A^A,Bi überführt. 

3} Die j'denHscÄe Bewegung wird nicht als involutorisch angesehen, 
da sie schon selbst, nicht aber erst ihre Wiederholung das System in die 
Ausgangslage zurückbringt. 
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Denn sind A^, ß, die Anrangslagen «weier Punkte jener 
lieraden, A^, ß, ihre Endlagen, so bewirkt die Bedingung der 
Starre, verbunden mit der Voraussetzung tiber die Umkehrung 
des Sinnes die Streckengleiehung: .. 

yl, B, ="V'! ■ "" % ' ^ 

Fällt dabei der Punkl li, mit A^ zusammen, so folgt aus 

dieser Gleichung, dass ß^ iiacli A, ftllll; es vertauschen also l)ei 

der Bewegung die Punkte /l, und A^ ihre Lage, woraus (nach 14,) 

der Satz folgt. 

16 Satz hint, Geiade kann durch eine Umwendung mit 
leder andej en dei aden des Baumes so zur Deckung gebrockt wer- 
den dass em bestimmte} Sinn dei ei sten in einen bestimmten Sinn 
der sweiten lAetqeht 

Es seien 7wei behebigt deradtn (i, und «^ gegeben, und es 
'■ei festgesetzt m ^»eichen Sinn \on «, ein bestimmter Sinn von 
«, tibergehen soll '^ind dann Jt/, 3ij die Fusspunkte derjenigen 
Geraden, \velche o, und i, senkrecht trifft (oder wenn es un- 
endlich viele solcher Geraden giebt, die Fusspunkte irgend einer 
\on ihnen , und ist ferner I, irgend ein Punkt von o, , so be- 
stimme man den Punkt 1, so, dass dem Sinne A^ M^ auf a, nach 
unserer Fctsef/ung der Sinn A^M, auf ci, entspricht, und dass: 

.1,J/, =A^M^ , 
so ist auch 

(als reehtwinkligeDreiecke mit entsprechend 
gleichen Katheten), woraus folgt ; '^ 

A,M^ = A,M^ . 

Daher giebt es (13.) eine Gerade s, so dass: 

A^M, [s] .'Iji/, , 
w. x. b. w. — 

Zieht man durch den Mittelpunkt M des Sttlckes M^ M^ dio 
beiden Geraden «j, Oj parallel ku a^, bei^w. n,_, so wird 

«,0; [s]o^al, 
da durch die Umwendung M in sich selbst, und parallele Gera- 
den wieder in parallele übergehen. Daher ist s eine Halbirungs- 
gerade des Winkels (a,'wj!. Kehrt man den Sinn auf 11, um, so 
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erhält maii als Lösung die andoro halbirendc Gerade s' dieses 
Winkels. 

Zusatz. £5 ist auf zwei Arten möglich, eine Gerade durch 
Umwendung in eine andere überzuführen; die beiden Umwend- 
axen schneiden sich senkrecht im Mittelpunkt des kürzesten Äb- 
standes der beiden Geraden, welchen sie ebenfalls senkrecht 
treffen, und bilden mit jenen dieselben Winkel ^. 

1 7. Hauptsatz. Ein starres System lässt sich aus einer Lage 
stets durch zwei Umwendungen in jede andere Lage bringen. 

Ist a, die Anfangslage, «^ die Endlage irgend einer Geraden 
des starren Systems, so suche man (nach 16.) die (bezw. eine) 
Gerade, um welche jene Gerade in umgekehrtem Sinne nach a^ 
umgewandt wird. Dadurch gelangt das System in eine Zwischen- 
lage, in der es mit der Endlage eine Gerade, in umgekehrtem 
Sinne, gemein hat, es lasst sich also (1 5.) durch eine weitere Um- 
wendung aus jener in diese bringen. W. z. h. w. 

Dies ist die allgemein giltige Form des Satzes. Wir haben 
zu seiner Ableitung weder den Inhalt des II. noch den des 
HI. Abschnittes benützt. Unter Berücksichtigung der Ergebnisse 
des II, Abschnittes erhält der Satz folgende Form: 

Znsatz. Ein starres System lässt sich aus einej' Lage in eine 
andere entweder durch eine Schiebung oder durch eine Drehung 
oder durch eine Schraubung bringen. 

18. Der Gang des vorigen Beweises führt zugleich auf die 
Lösung der Aufgabe, die Axen der beiden Umwendungen zu 
finden, welche ein Dreieck aus der gegebenen Anfangslage '^j B, C, 
in die gegebene Endlage Ä^B^C^ bringen. Man suche erst die 
Gerade s, um welche die Gerade Ä,C, so umgewandt wird, dass 
sie in umgekehrtem Sinne mit der Geraden B^ C, zur Deckung 
kommt; gelangen dabei die Punkte £,, C^ nach 5,^, C^^ auf der 
Geraden B^C^ , so wird 



t] Hierzu stellt man sich ein ebenso einfaches wie lehrreiches Modell 
her, indem man ein auf beiden Seiten zugespitztes Streichholz (m) in die 
Mitte zweier anderen Streichhölzer (a,, a^] senkrecht einsteckt. Die Ge- 
raden j und s' werden durch zwei Stecknadeln dargestellt, welche man in 
m einsteckt. Durch Umwendung um sie wird man die Lagen der Streich- 
hölzer Ol und Oj vertauschen können, und zwar so, dass die Köpfchen ihre 
Lage entweder gegenseitig, oder jnit den Fussendep vertauschen. 
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Gelangt dabei ferner der Punkt vi, in die Lage ;j,, , so ist 
die Axe der zweiten Umwendung dadurch bestimmt, dass durch 
sie die Punkte A^^, B^^, {C^^) nach A^, B^, (Cj) gelangen sollen. 

Um die Sckraubenaxe zu finden lässt sich dieses Verfahren 
durch ein anderes ersetzen, welches die drei Punkte des Drei- 
oeks gleichartig benützt. Denn man weiss (10.), dass die Ge- 
rade s — und auch jede andere ebenso gefundene Gerade — 
die Schraubenaxe senkrecht trifft. Daraus folgt der 

Satz. Wird durch eine Bewegung das Breieck A^ B, C, in das 
Dreieck A^B^C^ übergeführt, so werden diejenigen drei Geraden, 
um welche die drei Seiten des ersten Dreiecks umgewandt werden 
müssen, um mit den entsprechenden Seilen des zweiten in umge- 
kehrtem Sinne zur Deckung zu gelangen, von ein und derselben 
tveiteren Geraden senkrecht getroffen, nämlich von der Axe der 
Schraubung, welche das erste Dreieck in das zweite iiberfüfirt. 

Bei der wirklichen Ausfühnmg der Oonstruction sind natdr- 
lich nur zwei der Umdrehaxen nothwendig. 

Die Iliike und der Winkel der Schraubung werden dann in 
der bekannten Weise gefunden. Sind nämüch i, und /. die 
beiden Geraden, welche die Punkte ,i, und A^ 
senkrecht auf die Schraubenaxe projiciren, so 
kann man (10., Umkehrung) die Schraubung 
durch {t^,u) ersetzen, wo u, die Schrauben- 
axe senkrecht schneidend, so bestimmt ist, dass 
der Punkt A^, welcher bei { (, ) seine Lage bei- 
behalt, bei [u] nach A^ gelangt; und ebenso 
durch { u', ij } , wo u genau denselben Bedingungen unterliegt, 
also mit u zusammenßHlt. Die Schraubung ist also durch 

{<!, ») = {«,'■) 

ersetzbar, die Hülte der Schraubung ist also ('Id., Salz) gleich 
dem doppelten Abstand von ;, , u oder von w , (^ , d. h. gleich 
dem Abstand von (, , t^ d. i. gleich der senkrechten Projection von 
A^A^ auf die Schraubenaxe ; ebenso der Winkel der Schraubung 
gleich 

^ 2(i,M) = 2(Mg = ((,g, 

d. h. gleich dem Winkel der beiden Geraden, welche die Strecke 
A^ A^ senkrecht auf die Schraubenaxe projiciren. 

19, Noch in einer anderen einfachen Weise ergeben sich 
für eine nicht specielle Bewegung {58} die Elemente der 
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SchraubuDg, welche sie ersetzt, indem wir nur die in 13. auf- 
gestellte Bedingung benutzen. 

Gelangt durch eine gegebene Bewegung ein Punkt aus der 
Lage A^ nach .-1,, ein zweiter Punkt aus A^ nach .1^, ein driUer 
aus A^ nach A^, so ist 

.^,.1,,l, {») Jwi,.i, , 

d. h. es geht — wenn nicht J,, A^, .1, in einer Ueraden liegen 
— das Dreieck A^A^A^ in das Dreieck A^A^A, über; es ist 
dann in Folge der Starre des Systems; 

Ai ^i^i=^-tJi = A,A, , 

A^A^ = A._A^ . 

Wir bestimmen nun die drei Geraden 
s , 1,11 so, dnss 
I: AJ^{s} A^A,, 

II: A,A^{l}A^A^ , 

iii; A.J,{u}A,A^ , 

was immer möglich ist, da die Geraden 
,v und u für I und Uli Symmetrielinien 
gleichschenkliger Dreiecke sind, und 
{für 11) die (nach 13.) nothwendigen Be- 
dingungen gelten: 
A,A,^A,A,, AiA, = A,A,: 
dann wird: 

AJ^A.^{.]A^A,A, {f}.^,,.i3_'l,{«).l,..l,,l, , 
also A^A^A, {s, I.} A,A^A^ , 

und A^A^A,{t,n}A,A,A^ , 

daher (7.) { s, i) = {'."} = {®} ■ 

Dadurch ist ein neuer Beweis des Satzes gegeben, dass jede 
solche Bewegung durch zwei Umwendungen zu ersetzen ist'). 
Die Schraubenaxe ist die Gerade, welche s und u senkrecht trißl 

1) Da dieser Beweis noch eine besondere Betrachlung des Falles for- 
dert, dass die Punkte J^, A^, A^in einer Geraden liegen (in der Schrauben- 
axe, oder wenn die Bewegung durch eine Schiebung zu ersetzen ist, in einer 
in der Scbiebungsrichtung verlaufenden Gereden), so ist der in 17. ge- 
gebene diesem i. a. vorzuziehen. 
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{und zugleich auch () ; die Hiihe der Schraulmng ist dur doppelte 
kürzeste Abstand von s, l, und auch von t, n, d. h. der kürzeste 
Abstand von s, «. 

Der Winkel der Schraiibung ist 

^i!(> /)=S{I, «)_(,!»). 

Dies heferl den 

Satz Geht dttt ch eine Beivegunfi, die keine Schiebung ist, ein 
starres 'System aus einet Lage in eine neue über, und man be- 
stimmt im Räume eine solche Kette von Punkten A^, A^, A^, A^, 
dass durch die Beitegung das Dreieck A^ A^A^ in die neue Lage 
A^A3A^ übergeht so tässt sich die Bewegung durch eine Schrau- 
bung ersetzen dei en Axe in die Linie des kürzesten Abstandes der 
Symmetuehnten jenet beiden [gleichschenldigen] Dreiecke füllt, 
während Höht, und Winkel der Schraubung dem kürzesten Ab- 
stand und dem ntnfel diesei Symmetrielinien gleich ist. 

Znsatz Fallen die im Punkte Af, A^, A^, A^ in eine Ebene, 
so ist di(, Bewigung dutch eine Drehung zu ersetzen. 

20. Als Anhang zu diesem Abschnitt sei noch Einiges über 
die Sondereteilung gesagt, welche die Schiebungen den übrigen 
Bewegungen gegenüber einnehmen. Wir sahen, dass jede Be- 
wegung durch zwei Unawendungen ersetzt werden kann, von 
denen die eine nach gewissen Willkürlich keiten angenommen 
werden darf, während die andere dadurch eindeutig bestimmt ist. 

Ist die Bewegung eine Schraubung oder eine Drehung, so 
muss die wählbare Gerade die Schrauben- bezw. Drehaxe senk- 
recht treffen (nach der Umkehrung von 9. und 1 0.). Es giebt also 
eine zweifache Mannigfaltigkeit von Geraden, die zur Darstellung 
dienen können, und zwar durch jeden Punkt und ebenso in jeder 
Ebene im Allgemeinen eine einzige solche Gerade, d. h. sie kann 
eine beliebige Gerade eines Strahlsyslems ersten Grades sein. 

Bei der Schiebung dagegen ist (nach 8., Umkehrung) die Be- 
dingung die, dass die Gerade senkrecht zur Schiebungsrichlung 
ist; es giebt also durch jeden Punkt einen Strahle nbllschel und 
in jeder Ebene einen Parallelstrahlenbösehel solcher Geraden, 
d. h. sie erfüllen einen Complex ersten Grades. 

Da wir nun jede Bewegung durch Geradenpaare ausdrück- 
ten, so kommen wir zum Schluss: 

Unter allen Geradenpaaren des Raumes nehmen in unserer 
Theorie die Paare paralleler Geraden eine bevorzugte Stellung ein. 
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Dies macht sieh auch weiterhin geltend. In den vorigen 
Entwickellangen kommt fortwährend die Aufgabe vor, diejenige 
Gerade ku suchen, welche zwei gegebene Geraden senkrecht 
trifili). 

Eine Lösung dieser Aufgabe ist stets vorhanden , sind aber 
die beiden Geraden parallel, so giebt es sogar einfach unend- 
lich viele solche Geraden, die einem Parallelstrahlenbüschel an- 
gehören. 

Dies wiederum macht sich vor Allem bemerkbar bei der Auf- 
gabe, eine Gerade a, durch Umwendung in eine andre «, über- 
zuführen. Sind die Geraden parallel, so kann man den Sinn der 
einen Geraden auf die andere übertragen, und es giebt eine ein- 
zige Gerade, um welche n, in demselben Sinne nach a^ um- 
gewandt wird, dagegen einfach unendlich viele bei Umkehrung 
des Sinnes. 

21. Noch eine weitere Ausartung dieser VerhUltnisse er- 
giebt sich, wenn das System mit sich selbst wieder zur Deckung 
gelangt. Die beiden Geraden fallen dann in eine einzige zusam- 
men, imd jede Gerade s des Raumes kann als solche gewählt 
werden , da durch { s , * ) stets die Deckung von Anfangs- und 
Endlage ausgedrückt wird (i.). Daraus folgt: 

Eine noch mehr bevorzugte Stellung unter den Geraäenpa«ren 
nehmen diejenigen ein, deren Geradeti zusammenfallen. 

Die Gesammtheit aller Geraden, welche zwei zusammen- 
fallende senkrecht treffen, ist eine zweifache Mannigfaltigkeil (ein 
lineares Strahlsystera) . 

Die Aufgabe, die eine von zwei zusammenfallenden Geraden 
durch eine Umwendung in die andere überzuführen, liefert unter 
Beibehaltung des Sinnes eine einzige Gerade — sie selbst — und 
bei Umkehrung des Sinnes eine zweifache Mannigfaltigkeit, näm- 
lich alle, von denen diese senkrecht getroffen wird. 

Diese Ausartungen der Gebilde, wenn die Geraden eines 
Paares parallel werden oder zusammenfallen, sind im vorigen 
nicht jedes Mal genau aufgeführt, und wir wollen es zur Ver- 
meidung von Weitläufigkeiten auch im folgenden i. a. unter- 
lassen. 



1) Dor sonst dafür gebräuchliche Ausdruck »Die Linie des kürzesten 
Abslandos zweier Geraden" ist nicht verwendbar, wenn die beiden Geraden 
Bicii schneiden. 
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V. Die Ueberfiiliruiig einer dieradcu in eine andere. 

22. Wir gchün in diesem AbsehniU zu einer Aufgabe über, 
die uns willkommene Beispiele für die allgemeineren Betrach- 
tungen liefern soll, welche in den folgenden Abschnitten ange- 
stellt werden. Wir wollen die Gesammtheit aller der Schrau- 
bungen aufsuchen, die eine gegebene Gerade in eine zweite 
gegebene überführen'). 

Einleitend dazu betrachten wir die Möglichkeit, äass durch 
eine Bewegung eine Gerade in sich selbst übergeführt werde, 
u. zw. zuerst durch eine Umwendmuj. Wird dabei der Sinn der 
Geraden in seinen entgegengesetzten verwandelt, so schneidet 
die Gerade die Umwendaxe senkrecht (15.). Soll dagegen der 
Sinn erhalten bleiben, so muss jeder Punkt der Geraden in sieh 
übergehen , dieselbe also die Umwendaxe sein ; denn ginge ein 
Punkt yi, der Geraden in einen anderen A^ über, welcher nach 
der Voraussetzung ebenfalls auf der Geraden liegt, so ver- 
tauschten die beiden Punkte ihre Lage, die Gerade also ihren 
Sinn. 

Sats. Bei einer Utnweiidung geht die Umwefidaxe in glei- 
chem Sinn, jede sie senkrecht treffende Gerade in entgegengesetztem 
Sinn in sich über. 

Umgekehrt ist eine Gerade, welche bei einer Uniwendung in 
gleichem bezw. entgegengesetztem Sinn in sich übergeht, die Um- 
wendaxe, bezto. eine diese senkrecht schneidende Gerade. 

23. Betrachten wir eine beliebige Bewegung, so ist die- 
selbe, wenn sie eine Gerade in entgegengesetztem Sinn in sich 
überführt [nach 15.), durch eine Umwendung ersetzbar, wir 
haben also nur noch den Fall zu betrachten, dass eine Gerade 
— sie heisse p — unter Beibehaltung ihres Sinnes in sich über- 
geht. Dann stelle man, was immer möglich ist, die Bewegung 
als Folge zweier ümwendungen {s, t] dar, so dass die erste 
Umwendaxe Ä die Gerade p senkrecht triill. [Es giebt ja für jede 
ganz beliebige Gerade eine solche Gerade, nUmlich diejenige, 



1] Der Zusammenhang der hier abgeleiteten Sütze mit der Tlieorie 
der Projectiviläton soll im Iclzten Abschnitt erörtert werden. 

Matli.-phjs. CUsse 1800. fi 
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welche sie und die Schraubenaxe senkrecht trifft, im beson- 
deren Falle sogar unendlich viele). 

Dann geht durch (s) die (Jerade ;> mit Unikchrung ihres 
Sinnes in sich über; durch { s, ( } , d. h. indem man jetzt noch 
die Umwendung um ( hinzufügt, soll aber die Gerade in gleichem 
Sinne in sich übergehen , d. h. auch l führt p in entgegenge- 
setztem Sinn in sich über. Es ist daher (22.) p eine Gerade, 
welche sowohl von s, als von ( senkrecht geschnitten wird, d. h. 
wenn s nicht parallel zu ( ist, die Schraubeuaxe (10.), im an- 
deren Falle (8.) eine Gerade, welche in der Richtung der Schie- 
bung verläuft. 

In jedem Falle ist der Abstand der beiden Geraden die 
halbe Strecke, um welche;» in sich verschoben wird; ist der- 
selbe Null, d. h. die Bewegung eine Drehung bezw. Umwendung 
(9.), so bleibt jeder Punkt der Geraden, welche Droh- beisw. Uni- 
wendaxe ist, an seiner Stelle- 
Satz. Jede Schiebung führt alle diejenigen Geraden, welche 
die Sckiehu7igsrichtung haben, jede andere Bewegung die Schrau- 
ben- [Dreh-, ümwend-) Axe in gleichem Sinn in sich über. 

Umgekehrt : Geht durch eine Bewegung eine Gerade in glei- 
chem Sinn in sich wAer, so fällt sie bei der Schiebung in die Schien 
bungsrichlung , bei jeder andern Bewegung in die SchraubeTi- 
(Dreh-, Umwend-) Axe. 



24. Wir stellen die Bedingung dafür auf, dass durch eine 
Bewegung { S ) eine Gerade a in einem vorgeschriebenen Sinn 
in eine Gerade a' übergeführt werde, 

Ist dies der Fall, und ist s die Gerade, welche <i und die 
Schraubeuaxe von { © } senkrecht trifft, so setze man : 

(8) = {«, () = {',«■). 
wo nun (, und dann auch s' (10. Umkehrung) eindeutig be- 
stimmte Geraden sind. 

Hierbei bringt { s } nach der Voraussetzung (22. Satz) die 
Gerade u mit sich selbst in umgekehrtem Sinn zur Deckung, 
daher muss { (} (wegen {S ) ^ {*, (}) <1'^ Gerade a so nach 
«' bringen, dass der Sinn wieder der vorgeschriebene wird. 

Demnach bringt {i} die Gerade a in dem Sinne, der dem 
vorgeschriebenen entgegengesetzt ist, nach «', daher muss { s' } 
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{wegen { © } ^ { ( , s' } ) die Gerade a' inH sich selbst in um- 
gekehrtem Sinn zur DuckuTig bringen, d. h. es schneiden sich a' 
und s' senkrecht (2il. UmkehruDg). 

Hütte man s' zuerst als diejenige Gerade angenommen, 
welche a' und die Schraubenaxe von { S ) senkrecht trifft, so 
wJire man vermöge derselben Schlüsse auf ( und s gekommen. 

Satz. Jede Bewegung { S9 } , welche eine Gerade a in einem 
vorgeschriebenen Sinne in eine Gerade a' überführt, während dies 
von der Umwendung um eine Gerade t im umgekehrten Sinn ge- 
leistet wird, ist darstellbar durch 

{») = {»,!)={',»'), 
iro die Gerade s, bezw. s', die Gerade a, beztv. a', senkrecht trifft. 

TTmkehmng. Nimmt man eine der Geraden s, s' so an, dass 
sie a , besii). a', senkrecht trifft, so führt die wie vorhin zusammen- 
gesetzte Bewegung { SB } n im vorgeschriebenen Sinne in a' iAer. 

Denn treffen sich s und a senkrecht, so wird a durch { s ) 
im umgekehrten Sinne in sich übergeführt, also durch {/) im 
vorgeschriebenen Sinne nach «' gebracht; und entsprechendes 
gilt für s. 

25. Es seien nun zwei beliebige Bewegungen, die wir mit 
{ 99, } und { Sj ) bezeichnen wollen , gegeben. Die Zusammen- 
setzung derselben geschieht (nach 1 1 .) '), indem man jede so in 
Kwei Umwendungen zerlegt, dass die zweite Umwendung von 
{ S, } mit der ersten von {53, ) übereinstimmt. 

Eine weitere uns hier angehende Beziehung zwischen den 
beiden Bewegungen erhalten wir, indem wir die den Bewegungen 
gemeinschaftliche Umwendung in beiden als erste oder als zweite 



1) Erst nachtmglich erhalte Ich durch die Güte des Herrn Sciicli. 
Kenntniss von einem Aufsatz von Bürnside [»On ttie resultanl of two fliiile 
displacements of a rigid body». Messenger of Math. XIX. S. 104 — 108, 
(1889)], inwelchenidieinArl.l1 angegebene Lüsungschonenthallen ist. Doch 
glaube ich, dass meine Darstellung der Construction dadurch an Interesse 
nicht verliert, da sie sich ans einem neuen, allgemeinen Princip (der Zer- 
legung jeder Bewegung in zwei Umwendungen) als unmittelbare Folge er- 
giebt. Die beiden Auffassungen der Construction sind wesentlich ver- 
schieden, da die Geraden des Raumes dort als Ol^ecte der Bewegung, hier 
als Träger derselben (der Umwendungen) erscheinen. Dieser Unterschied 
tritt am schärfsten im Beweise hervor, der in Art. 11. in einer einzigen 
Gleichung entb alten ist. 
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benützen. D. h. wir setzen, wenn t die Gerade ist, welche die 
Schraubenaxe von ( S, ) und von { 5B, } senkrecht trifft, 

(a.) = {»,, <) = (','■') 
{«,} = {..,() = {!,»;). 

wo nun s^, s(, ä^ , s'^ eindeutig bestimmte Geraden sind (10.1. 

Soll jetzt eine Gerade a durch beide 
Bewegungen in dem gleichen vorgeschriebe - 
neu Sinn nach a' gelangen, so mnss die Ge- 
rade, welche o im anderen Sinn nach o! 
bringt, die Schraubenaxen beider Beweg- 
ungen senkrecht treffen (nach 24. und 10.), 
diese Gerade ist also t 

Daher muss « (24.) sowohl s, , wie s, 
senkrecht treffen, und ebenso u' sowohl s\ , 
wie s\ . 

>ei beliebige Bewegungen gegeben, so gieht es 
wekke durch die beiden Bewegungen mit ein 

und derselben Geraden a in gleichem Sinn zur Deckung gelangt. 
Zusatz I. Zerlegt man zwei beliebig gegebt 

{ 58, ) und { 58j } in der Weise, dass 

{»,) = {.,, () = {!, »;>, 

wird, was immer mSglich isi, so wird durch beide Bewegungen 
diejenige Gerade a , welche s, und s^ senb-echt trifft, in demselben 
Sinn in diejenige a' iä>ergefiihrt, welche s,' und s, senkrecht trifft. 

Dagegen gelangt durch Umwendung um t die Gerade a in dem 
Sinne mit a' zur Deckung, der dem vorigen entgegengesetzt ist. 

Bezeichnen wir die Umkehmng einer Bewegung { ^ } durch 
{«-!}, also 



Satz. Sind 
stets eine Gerade 



so wird; 



{©,,28^'} = {s,.''^■^.) = (s,,s,} 



Die Schraubenaxen dieser beid< 
nach (10.) die beiden Geraden, welche 



. sind dem- 
und s, bezw. s! und sl 



senkrecht treffen, d. h. die Geraden a und a' : 
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Zusatz n. Sind zwei beliebige Bewegungen { S, } und { ©» ) 
gegeben, so wird durch beide die Schraubmaxe der Bewegung 
{ ^^ , Sr ' ) in die Sckraubenaxe von { SB,~i, S8, ) übergeführt^). 

26. Sind zwei Geraden a und a' beliebig gegeben, eo ist 
es jetzt leicht, alle diejenigen Schraubungen zu finden, welche 
die Gerade a in einem vorgeschriebenen Sinne nach a' bringen. 

Vor Allem giebt es (i 6.) eine ümwendung, welche dieses 
leistet, sowie eine andere ümwendung, welche es im umge- 
kehrten Sinn leistet ; die beiden Umwendaxen seien t' und (. 

Ist dann s irgend eine Gerade, welche a senkrecht irillt, 
so stellt 

(») = {»,() = {', »■) 

eine Bewegung der verlangten Art dar [24. Umkehrung), und 
unagefcehrt lässt sich jede solche Bewegung so darstellen (24.). 
Dabei treffen sich auch die Geraden a und s' senkrecht. 

Satz. Man erhalt alle Schraubungen, welche eine gegebene 
Gerade a in eine andere a' in vorgeschriebenem Sinn überführen, 
aus derjenigen Geraden t, welche dies im umgekehrten Sinn leistet, 
indem man die Ümwendung um jede Gerade , welche a senkrecht 



1) In dieser Fassung tässt sich der Satz leicht auf den zuriickfiihi'cn, 
dass jede Bewegung eine Gerade in sich verschiebt (33). Wird nämlich 
ein starres System aus der Anfangslage S durch jene Bewegungen in die 
Endlage £, bezw. J, gebracht, so ist es möglich, dasselbe durch eine neue 
Bewegung { (£ ) aus der Lage 2'i in die Lage S^ zu bringen. Bei dieser Be- 
wegung wird eine Gerade (die Schraubenaxe) — sie heisse a' — nur in sich 
verschoben, d. h. eine Gerade der Lage 2', deckt sich mit der entsprechen- 
den Geraden in £,; oder es gelangt eine Gerade — sie heisse a — sowohl 
durch die erste, wie durch die zweite Bewegung aus S mit derselben Ge- 
raden a' im gleichen Sinn zur Deckung. 

Die Bewegung { S } , welche S, in S^ Überführt und deren Schrauben- 
axe die gesuchte Gerade a' ist, ergiebt sich so : 

£{?&,} Sy, 2' { SS J £, , 
also l\{^r')^{^2}^'., 

d. h. {»r'.3}o} = {e} , w. z. b. w. 

Durch Uniliehrung der Belrachlungen findet man in gleicher Weise 
die Gerade a als Schraubenase einer Bewegung j 6'}, welclie ein Syslem 11', 
in die Lage S'^ übei führt, wobei j:', und i^^ so gewählt werden, dass sie 
durch die beiden Bewegungen {iß,} und {SÖ^} in dieselbe Endlage 2' 
kommen, woraus wieder folgt 

{S9i, ssr'} = ie'}- 
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tri/l^, mit der Umwendung um t zusammensetst, oder auch, indem 
man die Umwendung um t mit der Umwendung um eine jede Ge- 
rade, welche a' senkrecht trifft, zusammensetzt. 

Unter diesen Schraubungen ist auch eine Umwendung ent- 
Uollen, nämlich die um (', als Folge der Umwendungen um / 
und der um die Gerade m, welche die ku einander senkrechten 
Geraden l und ;' in demselben Punkte, und ausserdem n und ii' 
senkrecht trifft (nach 16.). 

27. Die Sckraubenaa-en aller dieser Bewegungen müssen 
die Gerade ( senkrecht treffen, da die Umwendung um t, bei 
ihnen allen als erzeugende auftritt. 

Ist umgekehrt eine Gerade, welche (senkrecht trifft, ge- 
geben, so kann sie die Schraubenaxe einer einzigen unter jenen 
Schraubungen sein. Denn jede ftchraubung , welche diese Ge- 
rade «ur Axe hat, ist durch {s, /} darstellbar, wo s eine be- 
liebige Gerade sein kann, welche die Axe senkrecht trifft. Soll 
sie ausserdem ku den oben genanten Schraubungen gehören, so 
muss s auch a senkrecht treffen, und es giebt stets eine (und i. a. 
nur eine) solche Gerade. 

Satz. Die Schraubenaxen der erwähnten Bewegungen treffen 
alle die Gerade t senkrecht, find umgekehrt ist jede Gerade, welche 
t senkrecht trifft, Axe einer einzigen Schraubung der erwähnten Art. 

28. Nach dem Satze in 26. lassen sich alle jene Beweg- 
ungen darstellen durch 

(ä3i) = {»,-,') = {i.V), 

WO Sj (bcKW, s/j jede Gerade sein kann, welche a (bezw. a'] 
senkrecht trifft. Eine der beiden Geraden Sj, s/ kann dieser Be- 
gingung genügend angenommen werden. Es giebt daher eine 
zweifach unendliche Schaar von Schraubungen der bezeichne- 
ten Art. 

Ebenso giebt es eine zweifach unendliche Schaar von 
Schraubungen , weiche a im andern Sinn nach a' bringen. Sie 
lassen sich darstellen durch 

{•8k} = {'t,n = ii;h",, 

wo S(. ;bezw, -5)/) derselben Bedingung wie s,- (bezw. s/j unter- 
worfen ist. 

Greifen wir aus jeder dieser beiden Schaaren eine Be- 
wegung heraus — sie mögen S und S' heissen — so werde ein 



Hosted by 



Google 



Zl'R TlIEdHIE 1)KR ÖMWUNDUNGEN. S7 

starres System aus der Lage ^ durch S8 in eine neue Lage ^,, 
durch S' nüch 2^ gebracht. Dübei t^eht die mit dem System I 
verbundene Gerade a durch S in a' der Lage ^, über, und 
durch S' in a' der Lage 2, , aber in umgekehrtem Sinne wie vor- 
hin. Daraus folgt (1 5 ), dass das System aus der Lage .5', durch 
eine Umwendung naoh ^, gebracht werden kann. 

Satz. Wendet man uuj ein slaiTes System einmal eine Be- 
wegung der Schaar S, , das andre Mal eine solche der Schaar SB^' 
im, so wird es in zwei solche Lagen gebracht, dass es durch eine 
Umwendung ans der einen m die andere übergeführt werden kann. 



Die Methode, die wir im bisher Gesagten befolgt haben, war 
eine wesentlich anschauliche. Von dem sich selbst aufdrängen- 
den Formalismus haben wir insofern Gebrauch gemacht , als 
es zur Abktlraung des Ausdrucks unumgänglich nöthig war, 
doch nur so, dass wir hei jedem Zeichen eine anschauliche Ope- 
ration Im Sinne hatten. 

Und doch liegt, wie ich glaube, der Hauptvoraug der 
Methode darin , dass sie zu einer neuen Analysis der geometri- 
schen Gebilde AÄIass giebt. Ks wird sich daher in einem noch 
folgenden Abschnitt darum handeln, das Wesen dieser Analysis 
an einigen Beispielen vorzuführen, wodurch wir dann in den 
Stand gesetzt werden (im letzten Abschnitt) ein gemeinsames 
Band zu finden, welches die Geometrie der Bewegungen mit 
den anderen Teilen nicht nur der metrischen, sondern auch 
der projecliven Geometrie verknüpft, und so scheinbar aus- 
einanderliegeudes vereinigt. 
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(Abdruck aus den Berichten der matti.-phys. Classe der 
Königl. Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften 1890.) 



SITZUNG VOM 7. JULI 1890. 

Hermann Wiener, Uebcr t/eometrische Analysen J) Vor- 
gelegt von Nel'man.n. Mit 2 Figuren. 

VI. Das Keeliiien mit Verwandtschaften,^) 

29. Für ein jedes Gebiet der Guomelric sieht man sich an 
einem bestimmten Punkt der Entwickclung genötigt, eine Ana- 
lysis auszubilden. 

Die Analysis greift in zwei Richtungen helfend ein : da wo 
die Anschauung wegen der Häufung der Begriffe nicht mehr 
ausreicht, soll sie das Vorwärtsschreiten anbahnen; da wo die 
Gewohnheit uns den inneren Zusammenhang der Dinge ver- 
wischt, soll sie die Begriffe zergUedem helfen. Denn wir kön- 
nen uns nur schwer von den inneren Gründen dessen Rechen- 
schaft geben, was uns durch häufigen Gebrauch selbstverständ- 
lich geworden ist. Und so bestimmen das »zu schwer« und das 
trügerische nzu leicht« die beiden Grenzen des rein anschau- 
lichen Denkens. Dem Fortschritt auf der einen Seite steht daher 
auf der anderen die Erkenntniss der Grundlagen gegenüber, auf 

1] Dieser Aufsetz bildet die Fortsetzung der beiden früliereu: »Die Zu- 
sammensetzung zweier endlichen Schraubungen zu einer einzigen« (S. 13 
bis 33) und »Zur Theorie der Umwendungen« (S. 71 bis 87). Um mich 
leichter auf frühere Stellen berufen zu künnen , habe ich die Sülze durch- 
numraerirt. 

ä) Der Inhalt des Abschnittes VI beschäftigt sich im Wesentlichen mit 
dem, was man sonst auch das »Rechnen mit Operalionsproduclen o nennl. 
In fasi allen Arbeiten , die solche Praducte (Folgen) behandein, sind die 
zu Grunde gelegten Operationen Vertvandtsehaflen. Der Begriff »Operaifo«" 
ist aber weiter, und umfasst ausser den Verwandtschaften (Transforma- 
lionen) auch die Verknüpfungen, seien es nun Verknüpfungen von Objeclen 
(z. B, Multiplication von Zahlen) oder von Verwand tschatte d (z. B. Zu- 
sammensetzung zweier Bewegungen zu einer einzigen ; Bildung von Folgen), 
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welchen ein Gebiet beruhl, und in beiden Beziehungen muss 
eine brauchbare Analyse leistungsl^ahig sein. 

Aber seit Grasshann ist allmählich immer mehr das Gefühl 
dafür wach geworden , dass man noch eine weitere Forderung 
an eine solche Analyse zu stellen hat, nUmlich , dass sie selbst 
anschaulich sei. Unter einer anschaulichen Analyse ist eine 
solche zu verstehen, bei welcher mit jedem Schritt , den wir in 
der Rechnung mit Zeichen machen, ein bestimmter geometrischer 
Vorgang der Objecte parallel geht, die durch jene Zeichen aus- 
gedrückt werden; so dass an jeder Stelle der Entwickelung 
der Uebergang von der Rechnung zur Anschauung, oder umge- 
kehrt ermöglicht ist. Das beste Beispiel einer solchen anschau- 
lichen Aualysis ist In Ghassmann's Aus dohnungsl ehre ge- 

30. Um nun auf die Änalysis der XJmwendungen zu kommen, 
so verhehle ich mir in Bezug auf den ersten der erwähnten 
Punkte keineswegs, dass sie noch einer weiteren Entwickelung 
bedarf, um in einfachster Weise die wichtigen Aufgaben zu 
lösen, die ihr vor Allem zufallen müssen , wie die Frage nach 
den Gruppen von Bewegungen^). Doch werden, wie ich hoffe, 
die folgenden Betrachtungen als eine erste Vorarbeit dazu dienen 
können. Vorläufig kommt es mir mehr auf den zweiten Punkt 
an : die Grundlagen der Theorie der Bewegungen soweit klar- 
zustellen, dass der Zusammenhang mit anderen Theorien , die 
auf denselben Grundlagen beruhen, deutlich hervortritt. 

Jeder Schritt, den wir dabei rechnerisch machen, lasst sich 
auch an den geometrischen Gebilden anschaulich verfolgen, so 
dass wir es also mit einem anschaulichen Verfahren zu thun 
haben. Und zwar gilt diese Veranschaulichung nicht nur 
für die im Früheren angestellten kinematischen Betrachtungen 
sondern ebenso gut für die anderen denselben Grundgesetzen 
folgenden geometrischen Theorien. Daher wird Jeder, der nur 
in einem dieser Gebiete bewandert ist — sei dies nun die 

t) Der Unterschied der gewöhnlichen analytiscben Geometrie von 
der GnAssHANN'schen Änalysis besieht darin, dass jene alle Besiehungen 
geometrischer Gebilde in Zahlbesielaingen mnsetzt, diese aber mit den Ge- 
bilden [Strecke, Feld (Moment), Linienlheil (Kraft) u. s. w.] selbst rechnel. 

3) Materiell ist diese Frage, mit welcher die andere, nach der Anzalil 
der möglichen Krystellsysleme , aufs Innigste zusammenhängt, durch die 
Arbeiten von C. Jordan, L, Sohncke und Schünfliess erledigt. 
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Eiaematik, oder die allgemeinere Lehre von den Spiegelungen, 
sei es die Theorie der Projectivitäton oder die allgemeinere 
der Kreis Verwandtschaften u. s. f. — sich in diesem Gebiet 
für jede Formel das anschauliche Bild suchen können. 



31. Es soll nun ge/eigt werden, wie man von denUmwen- 
dungen zu allgemeineren Theorien kommt. 

Die ümwendungen, und allgemeiner die Bewegungen setzen 
einen starren Körper voraus, der sich bei der Bewegung in 
keiner Weise verändert. Dabei konnte für alle Betrachtungen, 
die wir in den vorigen Kapiteln anstellten, zweierlei als neben- 
sächlich angesehen werden. Das eine war die Gestalt des 
KSrpers, das andere der Weg, den er beim üebergang von der 
Anfangs- zur Endlage beschrieb. 

Was das Erste betrifft , so war bei der ganzen Bewegung 
nur die jeweilige Lage eines Dreiecks (7.) als bekannt voraus- 
zusetzen, um die Bewegung fest zu legen. Mit dem Dreieck 
kann man dann eine beliebige Anzahl weiterer Punkte starr 
verbunden denken , ohne irgend etwas in der Betrachtung zu 
andern. Es steht nun nichts im Wege, alle Punkte des Baumes 
mit dem Dreieck starr zu verbinden; und so kommen wir zum 
Begriff der Bewegung eines starren räumlichen Systems, und 
verstehen darunter eine solche Bewegung , welche alle Punkte 
des Raumes gleichzeitig erfasst. 

Das Zweite, die Unabhängigkeit des Ergebnisses von den 
verschiedenen Zwischenlagen, weist uns darauf hin, die Zwischen- 
lagen überhaupt hinwegzudenken und uns stets bloss die An- 
fangslage 2^ und die Endlage 2^ des starren raumlichen Systems 
vorzustellen; dadurch kommen wir zum Begriff der Beziehung, 
Zuordnung oder Verwandtschaß. In dieser entspricht jedem 
Punkt, der im System !S^ enthalten ist, ein ganz bestimmter 
Punkt in 2^ ; die Punkte sind dabei im einen, wie im anderen Sy- 
stem so verbunden, dass jeder Figur in ^, eine congruente Figur 
in ^j entspricht. 

Ein wesentlicher Unterschied zwischen beiden Auffassungen 
macht sich noch gellend im Ausdruck der Gldchkeü. Zwei Be- 
wegungen können sehr verschieden von einander sein und doch 
die eine durch die andere ersetzbar genannt werden , nämlich 
dann , wenn beide das System aus der Anfangslage auf zwei 
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verschiedenen Wegen in dieselbe Endlage bringen. Sollen aber 
zwei Beziehungen (Verwandlschaften) einander gleich sein, so 
muss durch beide das System .2^ in gleicher Weise auf i'j be- 
zogen sein, so dass also zwei Kleniente von ^, und ^^, die sich 
vermöge der einen Beziehung entsprechen, es auch vermöge der 
anderen thnn. Dann sind aber die l)eiden Beziehungen nicht 
nur durch einander ersetzbar, sondern vollkommen identisch. 
Und auch bei Folgen von Verwandtschaften , denen wir alsbald 
näher treten werden, kann man statt der Ersetzbarkeit die 
Gleichheit setzen , falls man das Ergebniss der Folge als Haupt- 
sache, die einzelnen , sie zusammensetzenden Ven^andlschaftcn 
als Nebensache betrachtet. 

32. Durch die Auffassung der Bewegung als Verwandtschaft 
wird die Möglichkeit zu Erweiterungen gegeben. So kann man 
sich eine Verwandtschaft zwischen den Punkten des Raumes 
vorstellen, vermöge welcher, wie bei der vorhin geschilderten 
Congruenz, alle gegenseitige» Abstände der Punkte des Systems 
2^ denen der entsprechenden Punkte in JE, gleich geblieben 
sind, doch so, dass jedem Tetraeder des einen Systems kein 
congruentes, sondern ein symmetrisches des anderen entspricht. 
Von einem stetigen üebergang , wie er bei der Bewegung statlr- 
fand, kann hier nicht mehr die Bede sein, und in der That ge- 
hört diese Verwandtschaft der allgemeinen Theorie der Spiege- 
lungen an, in welcher unstetige Operationen, die Spiegelungen 
an Punkten und Ebenen, als erzeugende Operationen auftreten. 

Noch andere Verallgemeinerungen erhalten wir, indem wir 
weitere Eigenschaften der erst betrachteten Verwandtschaften 
fallen lassen. Geben wir z.B. die Gleichheit der Theile aul und 
setzen die Aehnlichkeit an ihre Stelle, oder verlangen wir bloss, 
dass Punkte, die auf einer Geraden lagen, wieder ebenso liegen, 
oder sogar nur, dass Punkte, die sich benachbart waren, es 
bleiben, so gewinnen wir dadurch viel allgemeinere Verwandt- 
schaften. Bei allen den genannten treten die zwei Fälle auf, die 
wir im vorigen Beispiel als Congruenz und Symmetrie unter- 
schieden, nämlich der eine Fall, wo das erste System durch 
stetige Verlinderimg in das zweite übergeflihrt werden kann, 
und der zweite Fall, wo dies nicht möglich ist. Bei ihnen allen 
werden wir also in gleicher Weise von den Zwisohenlagen ab- 
sehen müssen und sie als Verwctndlschaßen zu betrachten 
haben. 
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Solche Verwandtschaften , wie sie in den verschiedensten 
Formen in Erscheinung treten, sind Gegenstand der schönsten 
und fruchtbarsten Arbeiten eines Möbius gewesen. Sie können 
alle als Beispiele für die ganz allgemeinen Betrachtungen dienen, 
die wir jetzt anstellen wollen. 

33. Wir gehen dazu über, die einfachsten Gesetze über 
das Rechnen mit Verwandtschuften abzuleiten ') , 

A. Erklärungen. 
a) Wird ein System ^] ^, durch eine Verwandtschaft 91 in 
ein System 2, Übergeführt, dieses durch eine Verwandtschaft 95 
in ^j u. s. f. schliesslich .2„_j durch eine Verwandtschaft ^ in 

—„, sn verstehen wir unter der Fol^e der Verwandtschaften 
9t, SB, ■ - ■ S diejenige einzelne Verwandtschaft, welche *, in 2^ 
überführt. 

Dass das System 3, durch die Verwandtschaft 3t in .^^ 
übergeführt werde, drücken wir in Zeichen aus durch : 

Die Folge von mehreren Verwamltschaftm ?t, 99, ■ ■ ■ St bp- 
seichnen wir durch Nebeneinanderschreihm derselben, also durch 
9t S ■ ■ ■ ^ . Ist also : 

seist: :S, {9l»-.-ffi}2'„ . 

Demnach sind zwei Folgen von Verwandtschaften einander 
gleich, wenn sie das System 2^ in dasselbe System 2„ überführen. 



1) Diese Rechengesetze werden allenthalben gebraucht, wo man es 
mit Verknüpfungen zu thun hat. Trotz ihrer Einfachheit müssen sie aber 
doch einmal bewiesen werden, und do ich nirgends die Beweise gefunden 
habe, so stelle ich oben die wichtigslen dieser Sätze nebst ihren Beweisen 
zusammen, sodass ich auch für diesen Aufsatz nur elementare Kenntnisse 
vorauszusetzen brauche, und zugleich eine Vereinfachung in der Ableitung 
der Reche ngeselze für in^olutollsi,be Veiwandtschaften im folgenden Ab- 
schnitt (VII) erzieEe, der zum vorliegenden Abschnitt ganz parallel verläuft. 

S) Unter dem System verstehen wir die Gesammtheit aller Elenienlei 
die überhaupt der Operation vmteizogen werden können, also z. B. be 
einer räumlichen Punkt-Transfot mation die Gesammtheit aller Punkte des 
Raumes; dabei werden meist 2', und £> dieselbe Gesamnillieil von Ele- 
menten umfassen, aber in oinei inderen Anordnung. 
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Istalso: ^,{3f58-.e}2„ 

und: 5, (£9Ji--5ß}:r„ , 

so ist: 9IS--Ä^ = S9Ji.-513 = 3t , 

wenn 3t die einzelne Verwandtschaft ist , zu welcher sich die 
Bbrigen in ihrer Folge zusammensetzen. 

b) Die Verwandtschaft, welche das System, Element für Ele- 
ment, in sich überführt, heisst die identische Verwandtschaft 
{Identilät). 

Wir bezeichnen ') sie mit 1 . 
Es ist also : 

2.{1}-, ^,{1}i, u.s.f. 
Aus : i', { 1 } ^, { ai } ^, 

und aus : ^'j { 91 ) .1, { 1 } i^ 

folgen dann die Formeln: 

1 9t = aC , 9M = 9t , 
für jede beliebige Verwand Isehaft 9t. 

c) Führt eine Verwandtschaft 9t das System S, in S^ über, 
so nennen wir diejenige Vei'wandischaft , welche 2^ in 2^ über- 
führt, die Umkehrung der ersten. 

Wir bezeichnen^] die Umkekrung^) von 9t durch 9t~'. 
Es ist also ; 

:s.{si}:s,{9t-M:=\ , 

d.h.: Stgt-'^l . 

Umgekehrt erhalten wir den 

Satz. Ist eine Verwandtschaft W so bescha/fen, dass 
9t9t' = 1 , 
so ist 9t' die Umkehrung von St. 



i ) und %] Diese Bezeiclinungs weisen folgen nothwendig aus der 
Schreibweise der Folge, welche sie formal als Product erscheinen lässt. 
H. Grassmann hal (Ausdehnungslehre 48(4, § 6 und 9) Kennzeichen dafür 
angegeben, ob eine Verknüptung von Operationen als Addition oder als 
MuUipUcation aufzufassen ist. Wir haben unbeschadet der im einzelnen 
Falle Docb zu treffenden Entscheidung die Folge allgemein in der Form 
eines Productes geschrieben, wie dies auch sonst gebrauchlich ist. 

3) Solche Beziehungen, bei denen sich eine tlmkehrung nicht bilden 
lässt, sind also von der Betrachtung ausgeschlossen; ebenso diejenigen, bei 
denen sich nlchl aus je zweien eine einzige neue als ihre Folge bilden lässt. 
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Denn es ist dann : 

:s, {atr }^. , 

also: ^,{3l}^J9t'}::,, 

forner: 2'^{§(~')^, , 

also nach a): r=9r-' . 

Zusatz. Die Identität ist ihre eigene ümkehrung. 

Denn setzt man in der Gleichung 9ia~' = 1 für 91 die 1, 
so erhält man 91^' = 1 . 

B. Bas associative Gesetz. 
^i. Satz. Für die Folge dreier Verwandtschaften gilt stets 
das associative Gesetz : 

Beweis: Ist: 

i,{a):s,{S)):s.((i)i. , 

SO lässt sich dies auch schn^ihon {33a.} : 

-1 { s<39 } -3 { 'S ) -4 . -^1 { 5t } ^» { ^e } -. 

oder: 2, { (3193)6: }.r, , .2, (9t {«©) } ^, , 

was sich (33a.) mit der Aussage des Satzes deckt. 

Durch Wiederholung desselben Verfahrens i) erhalti 
das associative Gesetz für eine beliebige Anzahl von Verwandt- 
schaften, welches auch so ausgesprochen werden kann: 

Znsatz. Bei einei- Folge von mehreren Verwandtschaften 
lassen sich aufeinander folgende — ohne Aenderung der Reihen- 
folge — beliebig in Klammem schliessen, oder auch alle Klam- 
mern weglassen, 

Folgerung I. Kommen in einer Folge von Verwandtschaften 
eine derselben und ihre Umkehrung unmittelbar nach einander vor, 
so können beide weggelassen werden. 

Denn es ist : 
3(--aSS-'® -■g = 9(--5ß{@:s-')2).-g , 

= 2[--*81 !C ■■ e (nach33e, 

= 91-.^® ■■ S (nach 331), 

w. z. b. w. 

1) Die sMgemeiDe Herleifiing dieses Salies für n Glieder, wenn er für 
drei gilt, findet sich bei H. Grassmann, ADSdehnuDgsiehre 1844, § 3. 
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Fügt man einer Folge von Verwandtschaften 
die umgekehrte Folge ihrer Umkehrungen 
hinzn, so erhält man: 

2ts--aa)ia)E-'s-i--s-'9i:-' = i , 

da zuerst (SOtSIi"') in der Mitte wegbleiben kann, sodann auch 
(22-'] u.s.f., und schliesslich g(S[-' = 1 bleibt. Daher ist: 

%V = i , 
also (33c., Satz] : 

%' = %-* ; d.h.: 

Folgerung II. Man erhalt die Umkehrung einer Folge von 
VerwandUchuften, indem maJi die umgekehrte Folge ihrer Um- 
kehrungen bildet. 

C. Verbindung und Umformung dfir Gleichungen. 

35. Satz. Ist '^..^3 = (&■■% 

und e - - ® = 6) ■ ■ § , 

so ist auch 3i.-5ß@;..S) = e-.S@--§ . 

Denn führt die Folge 3t ■ ■ S8 das System .2, in 2^, die Folge 
S ■ ■ 3) dieses in 2, über, so ist: 

also: ^, {3t--S8E-.3)}i^3 , .2, { Ö ■ ■ 3® •- §} .2, , 
woraus der Satz folgt. 

Fügt man so /u einer gegebenen Gleichung 

noch die stets richtige Gleichung hinzu : 

so erhält man, je nachdem man sie als zweite oder erste Glei- 
chung Ib der Zusammensetzung nimmt : 

oder: S ■■ 3521 - ■ 58 = E ■ ■ ^S • ■ g , d. h.: 



Hosted by 



Google 



UebER GEOHETRISCIIE ApiAI.VSEN. 253 

Znsatz I. Man kann in einer Gleichung zwischen Verwandt- 
schaften eine beliebige Anzahl von Vei'wandtsckaften auf beiden 
Seiten vm-n, orfej- auf beiden Seiten hinten in derselben Reihenfolge 
hinsufügen. 

Fügt man so in der Gleicliung 



auf beiden Seilen die Umkehrung der rechts stehenden Folge, 
also (vgl. 34, Folgerung II) die Folge %-' . . S~' hinten bei, 
so wird : 

9t m-' ©-' = ! d.h.. 

Zusatz II Man kann jedt dletchung zu. ischen Verwandt- 
sihafleii so umfoimen, dass auf dei einen Seite dei Gleichung die 
identtschi, ittitandtschaft steht 

Ist nun eine Gleichung zwischen n \erwandtschafteQ auf 
diese Form sebucht also 

% 91 at„_, %, = 1 

und lim fü£;t lul beiden Seiten vorn %, und hinten 9(„~' bei, 
sj rhilt mm 

oder %„% \ %_, = 1 

Und ebenso erhält man daraus : 

^n-,3(„?(, ..3(„_5^1 , u. s. I. 

Fügt man noch auf beiden Seiten der gegebenen Gleichung 
die Uinkehrung der linken Seit« hinzu, so wird: 

\ = 9(-' 9t;r-. ■ ■ 3t7'9rr' , d. h.: 

Zusatz III. Ist eine Gleichung zwischen Verwandtschaften 
so umgeformt, dass auf der einen Seite die identische Verwandt- 
scKaft steht, so kann man der anderen Seite 2n verschiedene Ge- 
stallen geben, indem man mit ihr und ihrer Umkehrung alle cycli- 
scken Vertauschungen vornimmt. 

D. Die Ueberführung von Verwandtschaften. 

36. Es sei durch eine Verwandtschaft S( ein System 2^ in 
ein System 2^ übergeführt. Werden nun die beiden Systeme 
— ( und — j gleichzeitig einer einzigen Verwandtschaft ^ unter- 
worfen, so wird durch S9 das System ^, etwa in das System .2,' 

Math.-phjs. Claaan iSÜO. ^^ 
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und i'j in 2^' ttbergefflhrt werden. Bezeichnen wir dann eine 
Venvandtschaft, welche ^,' in 2^' überführt, durch 9t', und be- 
denken , dass die beiden Systeme 2^ und 2,, deren Beziehung 
die Verwandtschaft 91 vermittelt, durch 95 in die beiden Systeme 
2^' und 2j' übergeführt werden, deren Beziehung 3t' vermittelt, 
so können wir sagen: Es wird die Verwandtschaft 9t durch die 
Verwandtschaft 83 in die Verwandtschaft 91' übergeführt. 

Wegen der Wichtigkeit dieses Begrififs will ich ihn durch 
das Beispiel der Bewegung eines starren Körpers der Vor- 
stellung etwas näher bringen, indem ich auf den landlUufigcn 
Begriff der Bewegung zurückgreife. 

Wir können uns eine Bewegung S8 vorstellen , welche au 
gleicher Zeit zwei mit einander starr verbundene Körper 2^ und 
2^ erfasst, und sie mit den Körpern 2/ und 2^' zur Deckung 
bringt. Wenn aber der Körper 2^ mit dem Körper 2^ con- 
gruent ist, also auch 2/ mit 2^', so giebt es eine bestimmte 
Schraubung 91, welche 2^ mit 2^ zur Deckung bringt, anderer- 
seits aber auch eine Schraubung 91', welche 2^' mit 2^' zur 
Deckung bringt, so dass durch ^ nicht nur — , und — ^ in 2^' 
und — i', sondern auch die Schraubung 9t in die Schraubung %' 
übergeführt wird. 

Man sieht '), dass in dem starren System, welches 2^ und 2^ 
umfasst, die Schraubung 91 genau so verlaufen muss, wie 9t' in 
dem starren System von 2,' und -j'. Aber gleich im Sinne der 
Ersetzbarkeit können die in einander überführbaren Sebrau- 
bungen nicht genannt werden, obwohl sie congrucnt sind. 

Kleiden wir diese Betrachtungen für den Fall der allge- 
meinen Verwandtschaften in Formeln, so können wir schreiben : 



uiese vier Formeln lassen sich (unter Berücksichtigung v 
3l)c) in eine Beihe schreiben: 

:s,{a)i-,{i8):s,'{r-)2.'{!8-')^,, 
oder: :s, {asBa'-"»-' ):j, , 

also (331)): aaa-'»-' = i , 

1) Man vergleiche C, Jobdan, Aoil:i1l <li Matematica, Serie II, II 17' 



Hosted by 



Google 



Uebkr raüsiETRiscni; Asalvshü. 255 

oder wenn man auf beiden Seilen (nach äS, Ziisatz I) die Folge 
S9l' hinten hinzufügt [wegen 34, Folgerung I): 

Ist umgekehrt diese Gleichung gegeben, so folgen die eben 
benutzten Formeln genau in der umgekehrten Ordnung aus der 
letzten, und die ersten Formeln sagen dann aus, dass die Ver- 
wandtschaft 9t durch die Verwandtschaft S in 91' übergeführt 
werde. 

Satz. Wird eine Verwandtschaft 'ü durch eine Verwandt- 
schaß S in eine Verwandtschaft W übergeführt, so ist : 

Und umgekehrt: Gilt diese Gleichung, so wird 2t durch S in W 
übergeführt. 

Fügt man der Gleichung beiderseits vom, bezw, hinten, 
die Verwandtschaft S~' bei, so erhält man; 

S8-'a[i8 = 9t' ; 3I = a3r58-' , d.h.: 

Zusatz. Ist eine Verwandtschaft 9t gegeben, so ist diejenige 
Verwandtschaft W, in welche sie durch eine weitere Verwandt- 
schaft SB übergeführt wird, gleich SB~*9I93. 

Ist 31' gegeben, so ist die Verwandtschaft S, welche durch 33 
in sie übergeführt wird, gleich S9('S~', 

37, Satz. Werden durch eine Verwandtschaft ® zwei Ver- 
wandtschaften 91,, 9tj in die Verwandtschaften 91,', 91»' überge- 
führt, so wird die Folge der ersteren in die Folge der letzteren 
übergeführt 

Die Verwandtschaften 

9t., 9t,, 9t., ^at, 9t, 
werden durch die Verwandtschaft S übergeführt (nach ;!fi, Zu- 
salz] in: 

a,' = »-'9l,i8 , v = ^~'5t,s, 9t,/ = «-'at,9t,s . 

Dann wird: 

9t,'9t,'=a3-'9(.©58-'9t,®-:=S-'9t.9[3« = 9l„' , 
w. z. b. w. 

Zusatz. Dasselbe gilt für die Folge einer beliebigen Anzahl 
von Verwandtschaften. 

Der Beweis wird wie vorhin geführt. 



Hosted by 



Google 



256 



II. Wii 



38. Satz. Besteht zwischen zwei Folgen von Verwandt- 
schaften eine Gleichung, so besteht sie in derselben Weise zwischen 
den Verwandtschaften, in welche die e^'sten durch eine beliebige 
Venvandtschaft f& übergeführt werden ') . 

Die zwischen den gegebenen Verwandtschaften bestehende 
Gleichung llisst sich (35, Zusatz II} auf die Form bringen : 

3(,st, ..ai„_,9r„ = i . 

Dann ist zu beweisen, dass auch: 



V%' 



■ 3r' ,9t ' 



= < , 



wennt,, 9I,,..9(„_,, 9(„ durch 93 be^w. in St/, %', .. %:_„ 
SI„' Ubei^efuhrt werden. 

Es ist (nach 36. Zusatz) : 

= a3-'9I,W5..9t„_,9t„S = S-MS8 = a3-<S = 1 . 

Zasatz. Weiss man, dass zwei Folgen iioji Verwandtschaften 
einander nicht gleich sind, so klSnnen auch die entsprechenden 
Folgen derjenigen Verwandtschaßen , in welche die ersten durch 
irgend eine Verwandtschaft SB übergehen, nicht gleich sein. 

Denn wären die letzten Folgen einander gleich, so mllssten 
auch diejenigen, in welche sie durch SB"' übergeführt werden, 
d. h. die gegebenen Folgen, einander gleich sein. 

Da das gewöhnliche Zeichen der Ungleichheit S hier, wo 
von grösser und kleiner nicht die Rede ist, nicht nngewandt 
werden kann, so gebrauchen wir das Zeichen »ungleich« ^= und 
schreiben : 

u d k d d Verwandtschaft §( von der Ver- 

n h J9 h d 

Anme ku g F neiner aus irgend einer Gleichung 

n w te nd uhugkhrl aus der zweiten die erste, so 

d n b G und wie im Zusatz) diese Abhängig- 

k uh hg nnran Ungleich heitsz eichen statt der bci- 

d n hh h n 

Igen iion Verwandtschaften hesilal also 

IV /I ransformalion) , welche jene Verviandl- 

en 'ichtige Eigenschaft, die man als InvU' 
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E. Verlauschburkeil von Verwandtschaften. 

3'J. Erklärung. Zwei Verwandlsckaften ?l und S keissen 
vertauschbar, ivenn die FoUje der ersten und der zweiten gleich 
der Folge der zweiten und der ersten ist, also wenn : 
9tSS = «3t. 

Satz. Sind zwei Verwandtschaßen verlauschbar , sn ivird 
jede derselben durch die andere in sich übergeführt. 

Denn einerseits drückt die obige Gleichung 

aus, dass 9t durch ^ in 91, d.h. In sich, übergeht ,36, Satz), und 
dieselbe Gleichung in der Form 

iS9( = a[» 
gcschrieiien , drückt aus, dass 3J durch ?l in S, d. h. in sich, 
übergeht. 

Ifmkehrnng, Wenn eine Verwandtschaft durch eine zweite 
in sich übergeführt wird, so wird auch die zweite durch die erste 
in sich übergeführt, und die beiden Verwandtschaften sind ver- 
tauschbar. 

Denn jede dieser Aussagen deckt sich mit der oben ango- 
schriebenon Gleichung. 

VII Das Reihncii mit iiniilutoiisdien Veiwindtsrhaften 

40 Uie so einfdihtn Gesetze für das Rechnen mit Ver- 
wandtschiften erleiden für den Fall der tni oluto) isch n Vcr~ 

i] Die involutoriaLlien Verwandtschaften spielen seit den gmnd 
legenden Arbeiten von Mubiii« und v St\ddt eine 'Aichtice Rolle in der 
Geometrie Ersterer wai ^ora Begriff rtei Symmel)ie (an Ebenen Punk 
len Geraden ausgegangen ^le er sieh in der Lehre ^on den h.rjstaUen 
entwickelt hatte und zeigte wie sich dieser Begriff nach %ei schieden en 
Seiten hin verallgemeinern IHsst und zuletzt aul die inv olutonsche Colli 
neation flilirt. Man vergleiche die Aufsätze in Möbiub ges. Werken 11 349 
(1S49); 11 sei 11851)i U 409(1856); besonders aber: »Ueher Erweiterungen 
des BegrilTs der Involution von Punkten n I13T3(t8S5). Ebenso hat er in 
der Theorie der Kreisverwandtschaften die in volu torischen unter diesen 
mit besonderer Ausführlichkeit behandelt; II 319 (1853|; 11 S43 (1855), 
bes. § äO— 33. 

V. St*.udi hat schon vor MObius die invol uteri sehe Coilineation ab- 
geleitet, und zwar in rein geometrischer Weise, Geometrie der Lage (1 847) 
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wandtschaften noch weitere Vereinfachungen, die, wie ich 
glaube, schon an und für sich den Standpunkt ') rechtfertigen 
werden, den ich in den vorigen und folgenden Aufsätzen ver- 
trete. Dieser Standpunkt lässt sich kurz so bezeichnen : 

Wo es auch immer möglich ist, in einer bestimmten Klasse 
von Verwandtschaften eine jede als Folge von involutoriscken Ver- 
wandtschaften abzufassen, ist die Theorie dieser allgemeineren 
Verwandtschaften auf dt^enige der sie zusammensetzenden invo- 
lutoriscken Verwandtschaften aufzubauen ^). 



§ 17, und auch die Polarsyslome 3. Ordnung als involutorischo Verwandt- 
schaften aufgefasst, ebenda g 18. 

Nehmen wir noch dazu die quadratische Verwandtschaft , welche 
jedem Punkt der Ebene denjenigen anderen zuordnet, der ihm in zwei 
Polarsystemon zugleich conjugirt ist (vgl. z. B. v. Staudt, Beitrage (1856) 
§ S3 u. 34] , so haben wir damit die allgemeiner bekannt gewordenen in- 
volutorischen Verwandtschaften aufgezählt. 

1) Es ist von Interesse, zu bemerken, dass wahrend für die weit- 
tragenden LiE'schen Theorien das Stetige [in den in ßnitesi malen Transfor- 
nationen] die Grundlage bildet, für das engere oben umgrenzte Gebiet das 
Wsfci-elfl {in den involutoriscbenVerwandtschaften) in den Vordergrund tritt. 

ä| Nachdem ichvonderBetrachtung einer Projectiviiat als Folge zweier 
Involutionen [vgl, meine Habilitationsschrift : »Rein geometrische Theorie 
etc.n Darmstadt tgSS g ii) und späterhin der ebenen Collineation als Folge 
zweier quadratischen Verwandtschaften ausgegangen war, erhielt ich die 
Ueberzeugungvon der Allgemeinheit dieser Methode erst, als ich [im vorigen 
Herbst) einerseitseufAnregungderArbeitenvonScHÖNFLiEssüherdieKrystell- 
systeme versuchte, die Grundlagen der Kinematik, unter Hinzuziehung der 
symmetr" h S 1 i b "lli 1 UU d d "1 (fü 

oinColle m W m 

verwand h mW h 

dass ,jed 

wandlac rg D 

sonderen g m 

wandtsc 

Wie ich durch die Gute des Herrn W. Fiedler erfahie, hat schon voi 
mir lind vor Burmside [vgl, Art. 25) Halphen die Zusammensetzung zweier 
Schraubungen geleistet [Nouv.Ann. de Math. HI. Serie, I S98— 299 [ISSSl], 
und zwar in ganz analoger Weise, wie ich es später, unabhängig davon, 
gethan habe. Doch obgleich er die Zerlegung der Schraubenbewegung 
in zwei Umwendungen [vgl. Art. 10 meiner Arbeit) zu seiner Construction 
benutzt, 90 schliesst er den Satz, dass jede Bewegung durch eine Schrau- 
bung zu ersetzen ist, nicht, wie es nun nahe gelegen hHtte , daraus , dass 
jede Bewegung aus zwei Umwendungen zusammengesetzt werden kann 
(Art. <7 meiner Arbeit) , sondern daraus, dass jede Bewegung durch awei 
Schraubungen ersetzt werden kann, die sich (nach der Construction) zu 
einer einzigen vereinigen. 
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Ä ErkliiruQg. 

41 Unlei eimr miolutoriscken Verwandlsckaft'-) verstehen 
wir (4) eint solche mcht identische Verwandtschaft^), die zwei 
Mal hinter einander angiwandt die identische Verwandtschaft 
ergiebt 

Eine VerwandtSLhatl s ist also involutorisch, wenn : 
i° = 1 , s =i= 1 , 
(wo wii i flu Si sthicilien 

Ftl^l rmn der rilrahun-, 

SS = 1 
beidors ifs die Verw indtschifl s~' hinzu, so crbiilt man (wegen 
ss~' ^1). A = s^' . 

Hat man umgekehrt eine Verwandt s<rhafl St, für welche 

ist, so folgt daraus durch beiderseitige Hinziiftigung von 9[: 

W^\ ■ 
% ist also — wenn es nicht die identische Verwandtschaft ist 
— eine involutorisehe Verwandtschaft. D. h. : 

Satz. Jede involutorisehe Verwandtschaft ist gleich ihrer 
Umkehrung. 

Umkehmiig. Jede nicht identische Verwandtschaft, die ihrer 
Ujnkehrung gleich ist, ist involutorisch. 

Wenn man bedenkt, wie wichtig für alle mathematischen 
Operationen die Frage nach der Umkehrung ist, wie sie z. B. bei 

ist so einerseits einfaches auf weiliäutigeres aufgebaut, so geht an- 
dererseits daraus hervor, dass bei Halpuek die Umwendung nicht grund- 
sätzlich ais erzeugende Operation auftritt. 

1) Es ist vi elieichl angebracht, die uinvolutorische Verwandt- 
Bchafto kurz als »Spiegelung" zu bezeichnen, und zwar für gleiche 
räumliche Systeme zu sagen: Sp. an einer Ebene, an einem Punkt, an 
einer Geraden (Umwendung) ; für Punktepaare, die durch zwei feste Punkte 
harmonisch gelrennt sind : Sp. am Funktepaar (harmonische Spiegelung) ; 
für eine involutorisehe Kreis Verwandtschaft ; Kreisspiegelung ; ferner pro- 
jective Sp. (Involution) ; Collineare Sp. n. s. f. 

i] Würden wir die Identität ebenfalls al,s involutorisehe Verwandt- 
schaft rechnen, so wäre es nnmögllch, Klassenzu bilden (wie das im VIlI.Ab- 
schnilt geschieht], die z.B. aus solchen Verwandtschaften bestehen, die 
sich aus je zwei involutorischen zusammensetzen, ohne dass die involuto- 
rischen selbst zur Klasse gebarten (denn es wäre s die Folge von s und \]. 
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den arithmetischen Operationen Addition, Multiplication u. s. w. 
die Einführiing neuer Zahlgrössen [der negativen, gebrochenen 
u. 8 . w.) nöthig macht, so erhalt man einen Begriff von der Trag- 
weite dieser Eigenschaft, welche bewirkt, dass jede solche Ver- 
wandtschaft schon selbst das leistet, was von ihrer ünikehrung 
verlangt wird. 

Wir gehen dazu über, die Sätze des vorigen Kiipitels auf 
die involuto fischen Verwandtschaften anzuwenden. 



B, Folgerungen des associativen Gesetzes. 

42. Aus 34, Folgerung I erhalten wir vermittelst des vori- 
gen Salzes: 

Satz. Kommen in einer Folge von Verwandtschaften zwei 
gleiche involutoriscke Verwandtschaften nnmitlelbar nach einander, 
so können sie we<jgelassen werden. 

Es ist also: 

3ti-,vS9 = 9(i8 U.S.W. 

Ebenso ergiebt sich aus 3i, Folgerung 11 der 

Znsatz. Man erhält die Umhehrung einer Folge, die aus 
lautei- involutorischen Verwandtschaften besteht, indem man ihre 



umgekehrte Folge bildet. 

Ist also: st . . H(! = 91 , 



C. Umformung der Gleichungen. 
4H. Fügt man in einer Gleichung: 

sa==S oder ß( = ® 
beiderseits die Verwandtschaft s vorn , hezw. t hinten hinzu, so 
wird (wegen s* = 1 und (' = 1): 

9t = i'*8, 6::=®(, d.h.: 

Satz. Steht in einer Gleichung von Verwandtschaften auf der 

einen Seite am Anfang — oder am Ende — eine involutoriscke 

Verwandtschaft, so kann sie von da auf die andere Seite an den 

Anfang — besw. das Ende — hinübergeschrieben werden. 
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D. Die lleberfllhrung und die, h.irmonisclit;ii 
Verwandtschaften. 

44. Bei der Allgemeinheit und grundlegenden Einfachheit 
der vorigen Betrachtungen ist zu vermuthen, dass diejenigen 
Begriffe, die sich aus ihnen unmittelbar ergeben, von besonderer 
Wichtigkeit sein müssen. Das bestätigt sich bei dem Begriff, 
den wir Jetzt ableiten wollen, nämlich bei dem der harmonischen 
Verwandtschaften''), welcher in der Geometrie von weittragender 
Bedeutung ist. 

Nehmen wir an, es sei irgend eine Verwandtschaft 2( ge- 
geben, so können wir irgend eine in vol uteri sehe Verwandtschaft 
i mit ihr kus a mm en setzen ; d. h. wir bilden eine neue Verwandt- 
schaft S, welche bestimmt ist durch: 



woraus dann folgt (43.): 

% = s^. 

Dadurch haben wir eine Beziehung zwischen den beiden 
Verwandtschaften 9( und S erhalten, welche wchselseilig ist, 
indem ig aus 2t auf dieselbe Weise folgt, wie % aus S. 

Aus den beiden Gleichungen folgt (35, Zusatz I): 

Diese letzte Gleichung lässt sich [33, Zusatz HI) in vier ver- 
schiedenen Weisen auf die Form bringen, dass auf der einen 
Seite die Identitiit steht : 

2(-'ö9t-'a3 = i , s-'9i:s-'9t = i , 

oder ^) : 

(?[S-'}' = 1, (a33(-')^ = 1, (a— S9)* = l, (S9-'9t)*=l . 

1) Der Name ist daher genommen, dass wem zwei Punkt«paare 
harmonisch sind, die beiden Involutionen, deren üoppelpuniit« sie sind, 
die oben abgeleitete Eigenschaft besitzen. 

i) Diese Beziehungen hatC. Stephanos [Math.Ann. XXII 330 (1889)] 
für Projecti vi taten aufgestellt und C. Segre (Journ. f. Math. C 316 — 330) 
zur Bildung der Büschel von Projectivitülen verwandt. Diese letztere Ar- 
beit war nicht ohne Einduss auf die GestaUung der oben entwict:elten 
Anaiysis. 

iiHarmonisch» istfürProjectivitätcn identisch mit napoiar«, sonst aber 
sind es verschiedene Begriffe. 
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Erklärang. Wir nennen zwei von einander verschiedene 
Vejioandtschaften 31 und id su einander harmonisch, wenn 
eine der Gleichungen gilt: 

Aus jeder dieser Gleichungen folgen die drei übrigen. 
Die VoraussetKung der Verschiedenheit der beiden Ver- 
wandtschaften können wir schreiben : 

oder: 

9ta3-* ^ 1 , SSl-'^l, a[-'i8=|.1, »-'5(^4. 
So erhalten wir als Bedingungen der harmonischen Besiehung : 
(9ta3-')'-=1 , 9(^"' 4^ 1 u. s.w. 
Nun folgt aus diesen beiden letzten Formeln auch umge- 
kehrt, dass die Verwandtschaft 91S8~' involutorisch , also ihrer 
Umkehrung ©91"' gleich .sei, und dasselbe gilt von S(~'S und 
ihrer Umkehrung ^"' 91, Jene haben wir mit s bezeichnet, diese 
können wir s' nennen, d. h.; 

s =^91i8"' = S9("' , 
s' = 9l-i58 = «-'9t. 
Daraus folgt (35, Zusatz I); 

5ö = s9( = S(s' , 
^lr=s^ = ^s' . 
Diese Gleichungen sagen nun aus (36.}, dass durch die Ver- 
wandtschaft 9t sowohl, wie durch S, die involutorische Ver- 
wandtschaft s in .?' übergeführt werde. 

Satz, Sind zwei Verwandtschaften 9t und S harmonisch, so 
giebt es eine involutorische Verwandtschaft s, welche sowohl durch 
9t, wie durch 33 in eine und dieselbe involu^rische Verwandt- 
schaft s' übergeführt wird. 

45. Satz. Sind St und 93 harmonische Verwandtschaßen, so 
sind auch SM und E93 und ebenso 91® und ^82) hannonisch , wo 
S und ® beliebige weitere Verwandtschaften sind ') , 
Denn es ist : 

(S9t)'"'(e:a) = 9t-'s-'ga) = 9t''sB , 
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also, da : (Üt"' S)' = 1 , gr"' 58 4^ 1 , 

(vgl. 38, Anmerkung) und ebenso : 

(i9tli)(ö2))-')* = 1 , (aiS))(93®p =1=1 . 

46. Satz. Durch jede Verwandtschaft geht eine invoiutorische 
Verwandtschaß in eine invoiutorische, zwei harmonische Ver- 
wandtschaften in zwei harmonische iiber^). 

Denn geht durch irgend eine Verwandtschaft sin®', älund 
58 in 9t' und 58' üher, so gehen (38.) die Formeln : 

s^ = 1 , s^ 1 und (5ä58"')' ^ 1 , StSg-i ^ 1 
über in : 

©'^^1, S' 4= 1 und (9l'S'"')« = 1 , St' 58'-' =j^ l , 
was [nach iL und 4i.) sich mit der Aussago des Salzes deckt. 

E. Vcrlauschbarkeit. 

47. Sind zwei invoiutorische Verwandtschaften ( und u 
vertauachbar, d. h. ist: 

so wird (43.): (tii)^ = 1 , 

oder (41.): {tn~')^ = 1 , 

d. h. es sind, wenn t von w verschieden ist, ( und u zu einander 

harmonisch. 

Sind umgekehrt ( und u harmonische involulorische Ver- 
wandtschaften, so ist: 

{tu-'f=^{tu)^ = i , 
also: In = itl , d. h. : 

Satz. Zwei von einander verschiedene vertauschbare invoiu- 
torische Verwandtschaften sind harmonisch. Und umgekehrt : zwei 
harmonische invoiutorische Verwandtschaften sind vertauschbar. 

48. Wegen 



1] Es sind also die invoiutorische und die harmonische Ei; 
jeder beliebigen Verwandtschaft gegenüber invarianl. 
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ist diu Folge In selbst eine involutorische Verwandtschaft, 
nennen sie s und haben: 



wiis man auch schreiben kann [35, Zusatz III): 
&tu= 1 , uts = 1 , 



Daraus bestimmen sich s, l, i 



11 = st =ts , d. h. : 

Satz. Zwei vertausckbare involutorische Verwandtschaften 
und ihre Folge bilden drei involutorische Verwandtschaften, von 
denen jede die Folge der beiden andern ist, und jede mit jeder ver- 
tauschbar, also jede zu jeder harmonisch ist. 
Aus den letzten Gleichungen, sowie aus : 



folgt, dass drei solche Verwandtschaften zusammen mit der 
Identität eine Gruppe bilden, worunter eine Gesiimmtheit von 
Verwandtschaften verstanden ist, von der Art, dass die Folge 
von irgend zweien derselben wieder der Gesammtheit angehört. 

VIII. Klassen und Gruppen von Verwandtschaften, deren 
jede eine Folge von involutorisehen Verwandtschaften ist. 

■19. Um die bisher abgeleiteten allgemeinen Sätze für ein- 
zelne Gebiete der Geometrie fruchtbar werden zu lassen, können 
wir nicht mehr bei der Annahme beharren, dass die zu betrach- 
tenden Yerwandtsehaften ganz beliebige sein sollen , sondern 
wir müssen uns Beschränkungen auferlegen, durch welche wir 
zu gewissen abgegrenzten Klassen von Verwandtschaften ge- 
langen. 

Wir begrenzen unsere Aufgabe gemUss des in 40. aufge- 
stellten Grundsatzes so : 

Wir wollen uns auf die Theorie derjenigen Klassen von Ver- 
wandtschaften beschränken, in welchen sich jede einzelne als Folge 
von involutorischen Venoandtschaften darstellt. 
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a) Zu solchen Klassen von Verwandtschaflen gelangen wir 
am leichlosten, wenn wir von einer bestimmten Klasse von in- 
volutorischen Verwandtscliaften ausgeheiij und aus ihnen Folgen 
bilden. 

Würden wir nun aus je zwei, aus je drei u. s. w. der ge- 
gebenen involutori scheu Verwandtschaften wieder neue Ver- 
wandtschaften bilden, so wUrden wir eine unendliche Anzahl 
von neuen Klassen zusammengesetzter Verwandtschaften be- 
kommen. Soll sich diese Anzahl nicht ins Unendliche steigern, 
so müssen wir noch eine weitere Annahme machen: 

Wir setzen voraus, dass wir nur bis zu einer gewissen An- 
zahl von Gliedern, die in eine Folge von involutorischen Verwandt- 
schaßen eintreten, neue Verwandtschaften bekommen, dass aber 
jede grössere Anzahl sich auf eine geringere Anzahl zurück- 
führen lässt. 

Ein Beispiel dazu haben wir in den aus ümwendungen zu- 
sammengesetzten Bewegungen kennengelernt, bei welchen jede 
beliebige Folge von ümwendungen sich auf die Folge von 
zweien zurückführen lässt. Da auch jede einzelne Umwendung 
sich in eine Folge von zweien zerlegen lässt, haben wir hier 
nur eine einzige Klasse von Verwandtschaften. 

Weitere Beispiele. 

Die involutorische Verwand tscLatl, von iler wir ausgehPo, sei liio 
Spiegelung eines raumlicben Systems an einem Funkt : 

^t« System 2', keisst an einem Funkt S in ein System i', gespiegelt. 
wenn für je swei entsprechende Punkte A, und A. der beiden Systeme die 
Streckengleichung gilt: A^S = SA., . 

Die VerwandlscbafI ist involutorlsch, da ihre Wiederholung ^^ wie- 
der in A, «hertührl. 

Wir wollen alle Verwandtschaften bilden , die aus der Folge von 2, 
4, .. ä» oder (anderes Beispiel) von i, i, ... in— i dieser Spiegelungen 
bestehen. 

Bilden wir zuerst die Folge der Spiegelung am Punkte S und derjenigen 
am Punkte T, d. h., wenn wir die Verwandtschaft mit demselben Zeichen 
wie den Spiegelpunkt belegen, die Folge S T. Für joden Punkt A, erhält 
man den entsprechenden Punkt A,^ aus : 

A,iST} A^ 

A, {SiA,^{T]A,. 
Es ist also: 

X^ = SA., , ÄZf = fZ , 
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- TA,: 



■ äSi|.j + sj.^r ='}sr 




Satz. Die Folge der Spiegelungen an zwei Punkten 
S, T ist gleich einer Verschiebung um die doppelte 
Strecke ST. 

Umkehmi^. Jeäe Verschiebung eines rUamlichmi 
Systems um eine Strecke a ist gleich der Folge der 
Spiegelungen an zwei Punkten S, T, von welche» der 
eine gans beliebig gewählt werden kann. 

Der andere ist dann aas der Gleichung SST = a 

Spiegelungen an zwei Punkten S, T ist gleich 
gilt die Yenoandlschafisgleichung : 
ST= ST , 
die Sireckengleichung gilt: 

ST= ST . 
Bildon wir nun die Folge vod drej" solchen Spie- 
gelungen STU, so bestimme man den Punkt V so, 

TU=SV d.h. YÜ^ST, 
und erhilt si> die Vcrwandtschaftsgleichung: 
STU= SSV= V . 

Daraus tnlal 

/edfl Folgf einei ungeladen bezw. geraden Anzahl lon Sptegeluni/en 
eines räumlichen 'sytems an Punkten ist gleich einet solchen Spiegelung 
bezw gleich der Folge ton zweien 

Wir haben so zwei Beispiele gewonnen, in welchen es nur je eine 
Klasse von Verwandtschaften giebt. 

Verlangen wir (weiteres Beispiel) die Klasse von Verwandtschaften 
zu bestimmen , die sich aus einer beliebigen Anzahl von Spiegelungen a 
Punkten bilden lassen , so Oiiden wir, dass dieselbe ir 
zerfiillt, nämlich in die beiden Klassen der vori 

b) Statt von den involutorischen Verwandtschaffen auszu- 
gehen, und von da zu den allgemeineren zu gelangen, können 
wir auch den umgekehrten Weg machen: 

Liegt uns irgend eine bestimmte Klasse von Verwandtschaften 
vor, so haben wir zuerst zu untersuchen, ob es möglich ist, jede 
dieser Verwandtschaften als Folge von involutorischen leniandt- 
schc^en aufzufassen ^) . 



1) Dies ist oft auf verschiedene Weisen möglich. So kann jede ebene 
Coüineation als Folge von zwei quadratischen involutorischen Verwandt- 
schaften, oder als Folge von drei involutorischen Collineationen aufgefasst 



'1 11 nterii lassen 
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50. Auf die erst geschilderte Weise kommoii wir zu abge- 
grenzten Klassen von Verwandtschaften; bilden wir aber wieder 
aus ihnen Folgen, so können daraus wieder neue Klassen ent- 
stehen. So erhielten wir eine Klasse von Verwandtschaften, die 
jede Folge einer ungeraden Anzahl von Spiegelungen an Punk- 
ten enthielt; bilden wir aber die Folge zweier solcher , so er- 
halten wir eine Verwandtschaft, die der Klasse nicht mehr an- 
gehört. 

Um auch hier eine Grenze zu setzen, machen wir die 
weitere Annahme: 

Wir wollen vorzüglich solche Klassen von Verwandtschaften, 
die aus involutorischen zusammengesetzt sind, betrachten, bei 
welchen die Folge wn je zweien stets wieder- eine Verwandtschaft 
der Klasse ergieht. 

Eine dieser letzteren Bedingung genügende Klasse nennt 
man eine Gruppe von Verwandtsdiaftcn ') . 

Als Beispiele kann die Klasse der Bewegungen, und die Ge- 
sammtheit der Verwandtschaften dienen, welche aus Folgen 
von einer beliebigen Anzahl von Spiegelungen an Punkten be- 
stehen. 

Es wäre wünschenswerth , noch weitere Beispiele dafür 
anzuführen, um daraus erkennen zu lassen, wie die gewonnenen 
Grundsätze dazu dienen, die verschiedenartigsten Gebiete der 
geometrischen Forschung theils unter gemeinsamem Gesichts- 
punkt zusammenzufassen, theils in ihren wechselseiligen Be- 
ziehungen zu durchschauen. Doch halte ich es für zweck- 
mässiger, diese Beispiele — in den folgenden Arbeiten — ■ 
ausführlicher zu behandeln, und so die allgemeinen Betrachtungen 
hier abzubrechen. 

werden. Besonders wichtig ainil die Zerlegungen, bei welchen (wie bei 
der letzteren) die invotutorischo Verwandtschaft selbst zu der betrachteten 
Klasse gehört. ' 

1) Zn jeder Verwandtschaft einer Grnppe kann man sehr leicht die 
Gesammtheil der harmonischen Verwandlschaften finden (und zwar jede 
nar einmal), indem man sie mit jeder involutorischen Verwandtschaft der 
Gruppe zo einer Folge verbindet (oder aucli, indem man alle umgekehrten 
Folgen bildet). 

So findet man z. B. zu jeder raumlichen ColÜneation zweierlei har- 
monische Collineationen, da es {vgl. Möbius und v, Staidt a.a.O.) zweierlei 
involutorische Collineationen glebt, und zwar, wie man leiciit sieht, OO^ 
der einen, CO^ der anderen Art. 
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(Abdruck aus den Berichten der math.-pliys. Glasse der 
Königl. Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften 1891.) 



SITZUNG VOM 3. AUGUST 1891. 

Hermann Wiener, lieber geometrische Analysen. Fortsetzung. 
Vorgelegt von F. Engel. Mit 15 Figuren. 

IX. üeber Grnppen, ilie ausser äer Identität nur 
involutorisi'he VeFwaudtschaften enthalten. 

51 Die tniubilot /sollt n Vei iiandtschaflen,die wie im Frühe- 
ren'}, hOduch im Folgenden den Mittelpunkt der Betrat htungen 
bilden, bezeichnen wir von nun ab kurzweg als 'ipicf^elungen^j. 

Um die im VII Abichnitt abgeleiteten Gesetzt des Itech- 
nens mit Spiegelungen fruthibar zu machen haben wii (50.) 
das Gebiet der Betrachtungen einzuschränken 

4) Dei vorliegende Aursalz ist die Fortsetzung der frutiuicii 
I Die Zusammensetzung zweiei endkcken Schrautunjen zu einer 
einsigen. I. bis III., (. bis 14. Diese Berichte 1S90, S. lü bis 33. 

II. Zur Theorie der Vmviendungen. IV. und V., 1ä. bis 38. Diese 
Berichte 1890, S. 71. bis 37. 

III. Ueber geometrische Analysen. VI. bis YUI., 29. bis SO. Diese Be- 
richt« 4890, S. ä45 bis 267. 

ä) Der Begriff der involutorischen Ver Its haft t dem i 
fachsten Beispiel der Spiegelung eines Geg n tand n en b d 
Spiegel für jedermann leicht verständlich und 1 1 alb wu d b 
früher die Anwendung des Wortes »Spiegelung u 1 f d du 1 
Gerade und auf die durch einen Punlft gen n n d a t « B lun^ 
JoSpiegolung an der Geraden, an dem Punkt"] nd — on F k — 1 
auf gewisse allgemeinere involutorischc Beziehungen ausgedehnt. Wenn ich 
noch weiter gehe, und jede involntorische Verwandtschaft als Spiegelung 
bezeichne, so glaube ich dadurch nicht übe rdüssige Verdeutschungssueht 
zu bethatigen , sondern die Ausdrucksweise deutlicher und zugleich hand- 
licher gemacht zu haben. Denn, wie auch sonst so oft, lassen sich hier vom 
deutschen Wort leicht die unbedingt nothwendigeo Zusammensetzungen 
bilden; so wüsste ich nicht, wie man uzweispiegelige« und atlgeueiner 
"y-spiegelige« Verwandtschaften kurz und deutlich durch das frühere Woit 
ausdrücken wollte. Zudem Ist aus dem Worte »Involutioni' seine Bedeu- 
tung nicht zu entnehmen. 

Man vergleiche auch die Fussnoto t) von Art. H. 
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I. indem wir nur solche Verwandtschaften der Untersuchung 
unterwerfen, die sich als Folgen von Spiegelungen ausdrücken 
lass^, 

JI. indem wir Gruppen aus solchen Verwandtschaften bilden ') . 

Wir haben also allgemein die Gruppen von Verwandtschaften 
KU untersuchen, die sich als Folge von höchstens v Spiegelungen 
ausdrttcken lassen (die höchstens v-spiegelig sind}. 

Vorher behandeln wir die besonders wichtigen Sonderfälle, 
in denen v^\, bezw. = 2 ist, und untersuchen so; 

a) Gruppen , die (ausser der Identität) nor Spiegelungen 
enthalten, 

b] Gruppen, die (ausser der Identität und den Spiege- 
lungen) nur solche Verwandtschaften enthalten , die sich als 
Folge von je zwei Spiegelungen darstellen lassen. 

Für den allgemeinen Fall ei'geben sich aus I und 11 die 
folgenden Hauptaufgaben. Aus I: 

Erste Aufgabe. Es sind alle möglichen Zerlegungen einer 
v-spiegeligen Verwandtschaft in v Spiegelungen anzugeben. 

Dies ergiebt in anderen Worten die Frage, wann ist 

Ä, • ■ iv = ', ■ ■ 'r '? 

Aus II , weiches fordert, dass die Folge Kweicr Verwandt- 
schaften der Gruppe wieder eine solche Verwandtschaft ist, folgt : 

Zweite Aufgabe. Es ist die Folge zweier mehrspiegeligen 
Verwandtschaften zu bilden. 

Es ist bemerkenswerth , dass trotz der Allgemeinheit der 
Fragestellung sich aus den Forderungen I und II ganz bestimmte 
Gesichtspunkte zu ihrer Lösung ergeben , die auf geometrisch 
wichtige Gruppen angewandt in diesen zur vollständigen Lösung 
führen. 

Wir gehen jetzt zur Theorie der unter a) aufgeführten 
Gruppe über. 

A. Allgemeine Theorie, 

52. Die Bedingung dafür, dass die Folge zweier Spiegelungen 
s und t wieder eine Spiegelung ergeben soll, lässt bei wenig 
geänderter Schreibweise viererlei Deutungen zu (vgl, 47. und 48.1 ; 
man kann schreiben : 

) ) Man vergleiche die Ausführungen in 49. und 50. 
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1) {s()* = 1 , (s() =^1; 1) d.h. (nach 41.): 

Die Folge der beiden (von einander verschiedenen) Spiege- 
lungen s und t ist wieder eine Spiegelung. 

9) st^ts; d. h. [nacli 39.) : 

Die beiden Spiegelungen s und t sind vertauschbar. 

3) (sr')* = {*()*^1 , st^\\ d.h. [nach 44.): 
Die beiden Spiegelungen sind harmonisch. 

4) st:=ts und ts=^st; d. h. (nach 36.}: 
Jede der beiden Spiegelungen wird durch die andere in sich 

übergeführt. 

53. Giebt es nun eine Gruppe, die ausser der Identität 1 nur 
Spiegelungen enthalt: 

so muss die Folge je zweier dieser Spiegelungen Sj, s;, entweder 
wiederum eine jener Spiegelungen oder die Identität ergeben, 
(das letztere, wenn d/ese^fteSpiegelung zweimal vorkommt, einmal 
als Sjf, das andere Mal als ij, so dass 4*^ = s^, s^ s;, = s^* ;= 1). 

Es wej-den also zwischen je zwei von einander verschiedenen 
Spiegelungen der Gruppe die obigen Bestehungen gelten. 

Das einfachste Beispiel bietet jede Spiegelung s, die zu- 
sammen mit der Identität eine solche Gruppe hildel, da 

.^ . 1 = 1 . s = s 
und s^ = 1 . 

Ein weiteres Beispiel haben wir 48. in der Gruppe kennen 
gelernt, die aus den Verwandtschaften besteht : 
1, t,u, [tu] =s . 

Weitere Beispiele und geometrische Anwendungen setzen 
wir hinter die allgemeine Betrachtung dieser Gruppen, um 
Wiederholungen im Beweise zu vermeiden. 

54. Wir nehmen eine Gesatnmlheit von v Spiegelungen 
s,, Ä,, ■ ■ ■ Sy_^, Sy als gegeben an, von der Art, dass je zwei von 
ihnen vertauschbar sind (Eigenschaft 2). 

Es gelten also die Formeln: 

S*^ = 1 , S^ S)^ := S;t s^ , 

wo -A und / jede der Zahlen 1 bis v bedeuten kann, 

)) st =^ 1 ist (nach 38, Ad m.) gleichbedeutend mit s^t, d. h. mit der 
Bedingung, dass s und t verschieden seien. 
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Aus dieser Vorausselzung ergiebt sich für h 
die aus den Spiegelungen der gegebenen Gesammttieit •m bilden 
sind, eine Reihe von Sätzen [55. bis 58.). 

55. Satz. Eine ans irgend welchen der gegebenen Spiege- 
lungen gebildete Folge stellt eine Verwandtschaft dar, die bei jeder 
beliebigen Vertauschung der darin vorkommenden Spiegelungen 
ungeändert bleibt. 

Denn es können je zwei auf einanderfolgende Glieder einer 
solchen Folge vertauscht werden., da 

S( ■ ■ S;( Äjt ■ ■ 5u = Sj ■ - (Sj, S)} • ■ s^ (ai, Zus.) 

^h-- (n *«) ■ ■ V '^*-) 

= Sj ■ ■ Sfs^ ■ ■ Sju ; 
jede beliebige Vertauschung kann aber durch allmahliges Ver- 
tauschen benachbarter Glieder hergestellt werden. 

56. Satz. Je zwei solche Folgen bilden wieder awei vertausch - 
bare Verwandtschaften. 

Sind s, ■ - Ä^ = 21 und s;^ . . s^ = *9 

irgend zwei solche Verwandtschaften, so ist (nach 3i, Zus. : 

und dies (nach 55.) : 

= [^;. ■ ^li^i s^ = {si V' '*' sJ^'BSt w z b w 

57 Satz Jede aui Spj yelunjei dei jejebenei Gesummlhett 
gebildete Folge lässt steh so umfoimei Jass ki ne lon den Spiege- 
lungen meht als einmal loilomml 

Denn kommt eine der Spiegtlungen ^ mehieie Male \or 
so vertausihe man die bpiegelungen der Folt,e so diss alle 
vorkommenden i^ nebtnenander stehen dann fallen je zwei 
aufeinanderfolgende heraus 42 Es bleibt also ein oder Äc n a^ 
in der Folge übrig, je nachdem ii^ eine ungerade oder gerade 
Anzahl mal vorkam. 

58. Satz. Jede aus Spiegelungen der gegebenen Gesammtheil 
gebildete Folge ist — wenn sie nicht der Identität gleich ist — 
wieder eine Spiegelung. 

Ist nämlich (a^ ■ ■ a^) eine solche Folge, so ist 

ist also |«j ■ ■ oj 4= ^' ^o 's' ^s (nach 41.) eine Spiegelung. 

59. Um alle möglichen Verwandtschaften zu linden, die sich 
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als Folgen von Spiegelungen der gegebenen GesammLheit bilden 
lassen, braucht man sich (nach 57.) nur auf die Folgen zu be- 
schränken, die jede dieser Spiegelungen nur einmal enthält, 
wobei es (nach 55.) nicht auf die Anordnung der in der Folge 
enthaltenen Spiegelungen ankommt. Wir erhalten also alle 
möglichen so zusammensetzbaren Verwandtschaften, wenn wir 
alle möglicheu Folgen von je 2, 3, ■ - v — 1, v der gegebenen 
Spiegelungen ä,, ■ • s^ bilden. 
So kommen wir zu 

1, 

(s. i-,;, (s, ^,) ■ ■ (s,._,, s,), (.„_„.,,) 



K ■■«„_,), ■■{s,--s,,) 

wobei jede in eine Klammer gefasste Folge als eine einzig 
wandtschaft zu betrachten ist. 

Die Anzahl der so gebildeten Verwandlsehaften ist: 



+ 



i;^-- ^\v^\i 



Sie sind alle — soweit sie nicht etwa die Identilät dar- 
stellen — Spiegelungen (58.) und bilden eine Gruppe. Der Be- 
weis dafür ist im Gesagten schon enthalten ; wir können uns 
aber auch nachträglich direct von der Gruppeneigenschaft der 
Verwandtschaften überzeugen. Denn wirklich ist die Folge von 
irgend zweien ( und u der S*" Verwandtschaften wieder eine von 
diesen; sind nämlich die beiden Verwandtschaften gleich (t=u), 
so ist ihre Folge (» = 1 , da /* = 1 ; sind sie aber nicht gleich, 
so ist ihre Folge (nach 57.) unter den 2" Verwandtschaften ent- 
halten. 

60. Wenn wir verlangen, dass unter den 2" aus s,, ■ ■ s^ 
gewonnenen Verwandtschaften keine gleichen vorkommen, so 
müssen wir annehmen , dass zwischen den v gegebenen Spie- 
gelungen oder einigen von ihnen keine Gleichung von der Form 

1 = s, s^ ■ . Sj 
besteht, in welcher keine Spiegelung doppelt vorkommt. Denn 
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in »km Fall des BeKtohens einer solehen Gleichung brauchten 
wir nicht v Spiegelungen und ihre Folgen zu lietraehten , son- 
dern würden schon mit v — 1 auskommen , indem sich eine als 
Folge der übrigen diirateilte, 

z, U. s^ =^ Sj, ■ ■ Sf . 

AusdeDy—i Spiegelungen lassen sich aber [nach 59.) nicht mehr 

als S*""' uerscA/erfene Verwandtschaften gewinnen. Sagen wir also : 
die V Spiegelungen s,, ■ -Sj, seien von einander unabhängig, 
wenn keine Gleichvnq ton dei obigen Foim ^wischen ihnen udet 
einigen von ihnen besteht so haben wir den 

Sats Smd die 3" \ m itandtschaften du nach 59 aus v ge 
gebenen vei tamchbaren Spiegelungen geuonnen sind von ein 
andet leischteden so smd dte y gegebenen Spiet/elungen lon ein 
andei unabhängig 

Und ^on diesem Satz gilt duch die 

TJmkehning S nd die gegebenen Spiegelungen s, s ton 
emandei unabhängig so sind alle 2*' daiaus geiconnenin \et 
wandtscha/len von einander verschieden. 

Zum Beweise greifen wir zwei von den 2" Verwandt- 
schaften heraus : 

'=[«(■■ ■Sx) "nd " =(H- ■ V' > 
wobei zufolge der Bildungsweise der 2" Verwandtschaften in / 
nicht dieselbe Spiegelung zweimal vorkommt, ebensowenig 
wie in u. Würden nun beide dieselbe Verwandtschaft aus- 
drticken, d. h. 

(S( ■ . Sj() := (s) • ■ sJ, also (43.) : 

■5t ■ ■ «« S/< ■ ■ ^;t = ^ 
sein, so könnte bierin eine Spiegelung höchstens zweimal vor- 
kommen, aber keinenfalls jede Spiegelung zweimal, da sonst 
die Ausdrücke für ( und u (abgesehen von der Ordnung) über- 
einstimmten, so dass wir dieselbe Folge zweimal herausgegriffen 
hätten. Nach Weglassen (57.) der gleichen Spiegelungen in der 
letzten Gleichung bliebe zwischen den übrigen, die nun ver- 
schiedene von den v gegebenen Spiegelungen sind, eine Glei- 
chung bestehen , was der Bedingung der Unabhängigkeit der 
a zuwideriauft. 
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61. Wir können die vorigen Ergebnisse ziisammenfasscn 
in den 

Satz. Aus V gegebenen, von einander unabhängigen Spiege- 
lungen s^, ■ - s^, von denen jede mit jeder anderen vertauschbar 
ist, lässl sich eine Gruppe von 2" von einander verschiedenen 
Vervmndlschaften ableiten, welche ausser der Identität nur Spie- 
gelungen enthält, von denen wieder jede mit jeder vertauschbar ist. 

Znsatz. Je zwei von den in der Gruppe enthaltenen 2" — 1 
Spiegelungen besitzen zw einander die Eigenschaften \) bis 4) des 
Art. 52. 

62. Satz. Wählt man von den 2" — 1 Spiegelungen der 
Gruppe irgend v von einander unabhängige t^, • ■ t^ aus , so lüsst 
sich aus ihnen die Gruppe in derselben Weise herleiten , wie aus 
den Spiegelungen s,, ■ ■ $„ . 

Da jedes ( als Folge der Spiegelungen s^, ■ ■ s,, erzeugt ist, 
so ist auch jede beliebige Folge der t in der aus den s gebil- 
deten Gruppe enthalten. Da aber die aus den l erzeugte Gruppe 
nicht weniger als 2'' verschiedene Verwandtschaften enthült, ist 
sie mit jener Gruppe identisch. 

63. Satz. Jede v + 1 Spiegelungen der Gi-uppe sind von 
einander abhängig. 

Denn sind (j, ■ - 1,„ i,,^, beliebige v-\- \ Spiegelungen der 
Gruppe, so muss, wenn nicht schon (,, ■ - 1,, von einander al>- 
hijngig sind, i,,^., (nach 62.) als Folge der t^, ■ ■ t^ gebildet 
werden können, w. z. b. w. 

64. Wählt man in der Gruppe von 2'' Verwandtschaften 
beliebige ^ aus [ft<Cv), die von einander unabhängig sind, 
so bestimmen diese (61 .) eine Gruppe , die ausser der Identität 
2''— 1 Spiegelungen enthalt. Jede Verwandtschaft dieser klei- 
neren Gruppe gehört auch der Gruppe von 2'' Verwandtschaften 
an, man nennt sie deshalb eine Untergruppe derselben. 

Da jede Verwandtschaft der Untergruppe durch jede Ver- 
wandtschaft der Hauptgruppo in sich übergeführt wird (61, Zu- 
satz i.) , so wird auch die ganze Untergruppe durch jede Ver- 
wandtschaft der Hauptgruppe in sich i^ergeführt; eine solche 
Untergruppe heisst') eine ausgezeichnete Untergruppe. Wir 
können daher sagen : 

Satz. Je [i von einander unabhängige der 2" — 1 Spiege- 

1) Man vgl. F. KiEiH, »Vorlesungen über das Ikosaedcr,!! [1884.) S. 7. 
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htngtm unserer Gruppe {wo /'■<Cv) bestimmen eine ausgezeichnete 
Untergruppe von S'* Verwandtschaften*). 

Einige SäUe für den Fall v = 3 folgen in Art. 72. und 73. 

B Anw endunE^in 

Wir ^ebi n eini.^e \nttendunj,en die uns lür die dem 
näihst rollenden Betrachtunf,en unentbehrlich sind D c crslp 
bezieht ^ich auf die Theorie der congruenttn und syxamefnsLh 
gleichen räumlichen Sjsteme die andere auf die Thtorc pro 
jectiver und coilmeirer Sjsleme 

Dibei beginnen wir mit dem ^ichweist, der Vcilauschlni 
kcit dtr SpKa;ciun^en bei -lusgezeicbnetoi Lit^e der Spit^^el 
demente und bild o diriuf dit, niöi:;! chen Gruppen aus diisen 
'^pit gelun_,en 

«) Spiegelungen an Punkten, Geraden nnd Ebenen. 

65. Erklänmgen. Ein Punkt Ä beisst i ) an einem lenkte S, 
2) an einer Geraden s , 3) an einer Ebene S in einen Punkt A' 
gespiegelt, wenn S der Mittelpunkt, s ein Mütellotk, S die mittel- 
senkrechte Ebene der Strecke AA' ist. 

Ein System S heisst ebenso an S, s, S, in -' gespiegelt, 
wenn jeder Punkt von .2 in einen ihm entsprechend gesetzten 
Punkt von 2' gespiegelt wird. 

Da in der Erklärung die Punkte A und A' ganz gloich- 
massig vorkommen , so geht durch Spiegelung an S, s, S auch 
wieder .1' in A über ; die einmalige Wiederholung derselben 
Spiegelung bringt daher jeden Punkt in sich zurück, und das 
System mit sich selbst zur Deckung. D. h. man hut^) : 
S' = 1 , s* = 1 , S^ = 1 . 

66. Nach der Erklärung gilt die Streckengleichung ylS^^ÄM' 

1)Be ■W Dich [ Grupponlhotret sehe Stuiien Ilo Math Ann WII 
(1S83) S. 108) finlet seh dii. (beti ahnLloifef Ciippe ils Btispiel ein r 
Gruppe von Substitutionen mit nur ausgezeichneten tntoi^ruj pi,n er 
■wahnt. 

2) Da Spiegelung und fpiegelelemenl einander eindeutig zugeordnet 
sind, so können wir beide obne Irrlhumer zu befürchten mit demselben 
Zeichen belegen im Texte können beide leicht aus einander gehalten 
werden, und in die Gleichungen treten nui die Spiegelungen (als Verwandt 
Schäften) oin. 
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432 



(vgl. Art. 49, die Erklärung unter »Weitere Beispiele«) ; dieselbe 
Gleichung gilt auch bei der Spiegelung an s und S, wenn S der 
Fusspunkt des auf s bezw. S errichteten Lothes A A' ist. Wir 
erhalten danach folgende 

Sätze. Siatt einen Punkt A i) a» einer Geraden s, 9] an 
einer Ebene S zw spiegeln, kann man ihn auch an dem Fuss- 
punkte S des von A aus auf die Gerade s bezw. auf die Ebene S 
ei'richteten Lothes spiegeln, und umgekehrt. 

3) Statt einen Punkt A an einer Ebene S zw spiegeln, kann 
man ihn auch an einer Geraden s spiegeln , die in der Ebene S 
liegt und durch den Fusspunkt des von A auf S errichteten 
Lothes gehl, und umgekehrt. 

Da nämlich S die mittelsenkrechte Ebene zu AA' ist, so ist 
jener Fusspunkt S die Mitte von AA' und jene in S liegende 
und durch S gehende Gerade ein Mittelloth von A A'. 



67 Wir gehen zuerst Beiipielo \on Gruppen die ausser 
der Identit it drei Spiegelungen enthalten für die diso die Sätze 
111 Art 47 und 48 gelten 

Beschränken wir uns vorläufig auf ein ebenis Syslitn so 
gilt der 

Satz Du Folgt du Spiegelungen eines ebenen Systems an 
ziiei tn semer Ebeni gelegenen senhechten Geiaden, und an 
ihrem Schnittpunkte ist injedet Anotdnung de? Identität gleich 

Es sei i ein beliebiger Punkt der Ebene und 
^{,.)4{> ) 1 
Wird ddbei ^, \on 1 1 in 'i, , s \on A A in s^ ^LSLlinitti n so 
ist ,nacb 66, 1;. 

J ( S, ) /!■ { S, ) A" ; 
wegen der Punktspiegelung und weil S, ^'H-S-S, und Sj A' || .SS, 
ist, hat man die Streckengleichung: 



AS,= 

s7s = 



: S, ,)' : 



• ss. 



A". »I 


' 




\ 






? 




lK 



(durch Addition der dartlberstehondoii Streeken). Diese Glei 
cliung deckt sich mit der Formel: 
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Da dies für jeden beliebigen Punkt gilt, so gilt es auch ftlr 
das ganze System, also ist: 

.5| s^ = S , oder: s, s, S = 1 . 
Daraus erhalten wir die 

Zusätze I. Die Spiegelungen eines ebenen, Systems 
i] an zwei in der Ebene gelegenen senkreckten Geraden, 
2) an einer in der Ebene gelegenen Geraden und an einem auf 

dieser gelegenen Punkte sind vertauschbar. 
Denn aus s^s^S r= \ folgt (nach 43.) 

1) s,s^ = S, (s,s,)* = 1 , S,S, = Ä,S, . 

2) Ss,=s^, (Ss,|* = 1 , Ss, =.?, S. 

Zusatz n. Die Spiegelungen eines ebenen Systems an ztvei 
in seiner Ebene gelegenen senlcrechten Geraden und an ihrem 
Schnittpunkte bilden mit der Identität eine Gruppe. 

Die Gruppe besteht aus den Verwandtschaften 



1 



1 



oder 



Man kann diese Gruppe ebenso gut aus .' 
ableiten. 




68. Wir dehnen unsere Betrachtungen nun auf ein r«Mm- 
liclies System aus. 

Satz I. Die Folge der Spiegelungen eines 
räumlichen Systems an einer Geraden s, an einer 
dann senkrechten Ebene S, und am Schnittpunkte S 
r ist [in jeder Anordnung] gleich der Iden- 

timi. 

Ist A ein beliebiger Punkt, und ist 

[iian durch A und s eine Ebene, die S in einer Geraden s' 

j. senkrecht schneidet. Dann ist (nach 66, 3): 

A{s-]A- [s}A" . 

Da die so enistehende Figur ganz in der 

durch A gelegten Ebene liegt, so ist der 

SatK in 67. anwendbar, also; 
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und da dies fUr jeden beliebigen Punkt A gilt, so gilt es für diis 
System, und es ist: 

Ss = S oder: SsS = \ . 
69. Satz H. Die Folge der Spwgelvnqi it 
eines räumlichen Systems an zwei zu einandet 
senkrechten Ebenen und an ihrer iickmttgeraden 
ist [in jeder Anordnung) der Identität gleich 
Ist A ein beliebiger Punkt und 
A[S,}A'{S,}A 
so lege man durch .1 eine Ebene die senkrecht onf j. und dem- 
nach auch auf S, und Sj steht (die Fi^ur m dieser Ebent. ist 
durch die Figur zu 67. gegeben) ; schneidet diese die Ebenen S, 
und S, und die Gerade s in den Geraden s, und Sj und dem 
Punktes, seist [66, 3): 

.'1 {s,)A-[s,}Ä' , 
also (67.) : A{S}A" , 

.wofür gesetzt werden kann (66, 1): 
A{s]Ä' . 

Da dies fUr jeden beliebigen Punkt A gilt, so gilt es aljgo- 
meiü für das System, also : 



S, S, = s 



oder: 



S.Sj^ = 1 . 



70. Satz m. Die Folge i 
eines räumlichen Systems an drei einander senk- 
reckt schneidenden Geraden ist gleich der Iden- 
tität. 

(Vgl. 9, Zusatz II.) Sind s,, s^, s, die drei 
Geraden, und S,, Sj, S, die drei Ebenen, die 
durch Sj und Sj, s^ und s, , s^ und s^ gehen, so 
ist (69.); 

■h =SjS, , ■5, = S,,S, , «3 = 8, S, , 
also 

s, ^'s ^s = (S, S,) (Sa S, (S, S,) = S, Sj S^ S, Si S, = 1 
(nach 42.). 

71. ZuBammenfaBBungl. Es bilden zusammen mit der Iden- 
tität eine Onippe die Spiegelungen an folgenden Spiegelelemenlen : 
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1) an einer Ebene, an einer dazu senkreckten Geraden und 
an dem Schnittpunkte beider ; 

2) an zwei zu einander senkrechten Ebenen und an ihrer 
Schnittgeraden ; 

3) an drei einander senkreckt treffenden Geraden. 

Da aus stu= \, wenn s, t, u Spiegelungen sind, die Ver- 
tauschbarkeit je zweier von ihnen folgt (48.), so erhalten wir 
folgende SiUze: 

ZuBammenfassung n. Vertauschbar ^] sind die Spiegelungen 
räumlicher Systeme an folgenden Spiegelelementen : 

1 ) an einer Ebene und an einem auf ihr gelegenen Punkte ; 

2) an ein&r Geroden und an einem auf ihr gelegenen Punkte ; 

3) an einer Ebene und an einer darauf senkrechten Geraden ; 

4) an einer Ebene ujtd an einer in ihr liegenden Geraden; 

5) an zwei zu einander senkrechten Ebenen; 

6) an zwei einander senkrecht schneidenden Geraden. 
Es folgt 1), ä], 3] aus 68, i}, S) aus 69. und 6] aus 70. 
ZuBatz. Von den Spiegelungen eines räumlicken Systems an 

den Spiegelelementen: Punkt, Gerade und Ebene sind zwei solche 
mit einander vertauschbar, bei denen das eine Spiegelelement im 
andern liegt, oder das andere senkreckt trifft. 



72. Um einen Ueberblick über die Beziehungen zu ge- 
winnen, die zwischen diesen sieben Spiegelungen bestehen, 
schieben wir hier noch einige allgemeine Sätze ein über die 
Gruppe von 2^ Verwandtschaften, in der ausser der Identität nur 
Spiegelungen vorkommen. 

Die Gruppe kann aus drei von einander unabhängigen der 
sieben Spiegelungen gewonnen werden. Nun kann man von 
den 7 Spiegelungen (da es auf die Reihenfolge nach 56. nicht 

unliommt) auf -r--- '- = 35 Arten je drei zu einer Folge ver- 
binden. Zwischen den 7 Spiegelungen besteht keine Gleichung 
(7, 0^= 1 oder a, = öj, da sie alle verschieden sind (61.), daher 
können drei von den Spiegelungen, «, , ff^, a nur dann von ein- 
ander abhängig sein, wenn o, Oj a ^ 1 oder a,a^^(r ist. Man 

i] Später (in der Theorie der congruenten und symmetrischen räum- 
lichen SysUme) ergiebt sich leicht, dfiss dies die einsjg»» vertausch baren 
derartigen Spiegelungen sind. 
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Grbält daher alle diese Gleichungen, indem inaD auf alle mög- 
lichen Weisen die Folgen u^ u, bildet, und zwar erhält man so 

jode Gleichung dreimal. Es giebt demnach ;— ^— , = 7 von 

einander verschiedene solche Gleichungen. 

Satz. Zwischen den sieben Spiegelungen der Gruppe giebt es 
sieben Gleichungen von der Foj-m ff, Oj tr = 1 . 

73. Nach dem Vorigen bleiben von den 35 möglichen Folgen 
ff, ffj ffj solche, die von einander unabhängige Spiegelungen ent- 
halten, in der Anzahl 35 — 7 = 98 übrig. 

Nimmt man drei von den von einander unabhängigen 
Spiegelungen ff,, a^, ff, heraus, so enthilU die Gruppe ausser 
diesen noch vier Spiegelungen, nüniUch (62.) ; 

(ffj ff,) = ff,' , [ffj ffj) ^= ffj , (ff, ffj) = Oj , (ff, ff, ffj = ö' . 

Man kann daher aus je drei von einander unabhängigen der 
sieben Spiegelungen eine Gleichung ff, a^ a^a' ^ 1 gewinnen, 
und es sind je drei in dieser Folge vorkommende Spie- 
gelungen von einander unabhängig; da nämlich ff, w, = ff,' ist, 
so kann nicht a^u^a' = 1 , d. h. »^ »^ = ff' sein, da ff' ^ a[ 
(60, Umkehrung). 

Jede Gleichung von der Form ff, ff, ffj ff' ^= 1 wird daher auf 
vier Weisen durch Zusammenstellung je dreier von einander 

28 
unabhängigen Spiegelungen gewonnen, es giebt also-7-=7 solche 

Gleichungen. 

Satz. Zwischen den sieben Spiegelungen der Gruppe giebi es 
siebiai Gleichungen von der Form a^a^a^a' ^ 1 . 

Zusatz I. Greift man aus den sieben Spiegeluitgen der Gruppe 
drei von einander unabhängige heraus , so bilden diese drei zu- 
sammen mit ihrer Folge vier Spiegelungen, deren Folge der Iden- 
tität gleich ist, ohne dass die Folge irgend dreier von ihnen der 
Identität gleich ist. 

Zagatz H (Umkehrung). Sucht man vier von den sieben 
Spiegelungen de»- Gruppe so heraus , dass nicht schon die Folge 
irgend dreier von ihnen der Identität gleich ist, so ist die Folge der 
vier der Idenlität gleich. 

Denn aus dreien ff,, a^, a^ von ihnen kann man (69.), da sie 
unabhängig sind, alle übrigen ableiten ; drei von diesen tlbrigen 
sind zusammen mit je zweien der gegebenen der Identität gleich 
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[ffjffjffl := 1 u, s. w.), also ist die vierte ü' (lor Folge a^a^a.^ 
gleich, (1. h. ffj ffj (j, ff' ^= 1 . 

74 EsseicüS,, Sj, S3 drei auf einander senkrechte Ebcnon; 
bezeichnen wir, wie oben {70.} ihre Schnitt- 
ger .idea mit s, , Sj , Sj , ihren Schnittpunkt 
mit A, so wird: 




S,S, = s,, S,S, = s,, S.S,= S3 (69.), 
S,S,S3 = S,Ä, = S (68.). 

Die erbten dieser Gleichungen sagen aus, dass je KWei der 
Spiegelungen an den Ebenen S, , Sj, S, vertauschbar sind, die 
letzte, dass diese drei Spiegelungen von einander unabhängig 
sind. 

Die nach 59. aus ihnen gebildete Gruppe enthält demnach 
ausser der Identität sieben verschiedene Spiegelungen, von 
denen jede mit jeder anderen vertauschbar ist. Die Gruppe 
wird : 

1 1 

s, , S,, S3 ^ Sj, s,, s, 

oder: 

s, s, s, s . 

Satz. Die Spiegelungen eines räumlichen Systems an drei zu 
einander senkrecktm Ebenen, sowie die an ihren drei Schnilt- 
geraden und die an ihrem Schnittpunkte bilden susammen mit der 
Identität eine Gruppe vertaiischbarer Verwandtschaften. 

75. Die möglichen Gleichungen o, tj^ff = 1 zwischen den 
obigen sieben Spiegelungen erhält man, indem man die Folgen 
von je zweien bildet (72,). Da aber von irgend zweien der 
sieben Spiegelelemente in 71. allemal das eine im andern liegt 
oder es senkrecht trifft, so kann man daraus keine anderen 
Gleichungen erhalten, als die in den Sätzen 68., 69. und 70. 
vorkommen. In der That ergeben sich je dreimal die drei Spiegel- 
elcmente des Satzes 68. und 69. und einmal die Spiegelelemente 
des Satzes 70, d. h. wirklich sieben Beziehungen ffjöjO^ 1. 

Satz. Man bekommt alle sieben Gleichungen von der Form 
a^a^a:=i durch je dreimalige Anwendung der Sätze I. und II. 
(68. und 69.) und durch einmcäige Anwendung des Satzes III. [70.). 
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76. Wählt man vod den sieben Spiegelungen in 74. auf 
alle mögliche Weisen je vier au5, von denen keine drei von ein- 
ander abhiingig sind, so erhält man [73 , Zusatz II.) alle möglichen 
Gleichungen von der Form o, w, w, o' ^ 1 Dies liefert ilio 
folgenden 

Satze. Die Folge der Spiegelungen _ 

r an drei zu einander senh-echten Ebn 
an ihrem Sckmtlpimlte: 

(S, , S, , S, , S) , 
II'. an jsMiei zu einander senkrechten 
und an zwei Geraden, die sich auf der ^ 

geraden der Ebene senkrecht treffen , und ' oi> 
denen m jeder der Ebenen eine hegt- 



(S,, 



s,) , 




ni'. an zwei einander senkrecht treffenden Ge- 
raden , an ihrer Ebene und an ihrem Schnitt- 
punkte: 

(s, , s,, S, , S] , 
ist in jeder Anordnung der Identitä.t gleich. 

Der Beweis, der schon aus 73 , Zusatz II. 
folgt, kann auch direet geführt werden : 

r. iS, SJ iS, S)=SiS, = \ (nach 69. und 68.; , 
li'. (s, sj (S,Ss) = «aSg = 1 (nach 70. und 69. , 
Iir. (s, s,) (S, S) =s,s,=i [nach 70. und 68.). 
Zusatz, jtfan bekommt alle sieben Gleichungen von der Form 
«iiTjffjO'^l durch je dreimalige Anwendung der SätzeUK und UV. 
und durch einmalige Anwendung des Satses V. 



77. Die im Vorigen abgeleiteten Satze lassen sich verallge- 
meinern auf die schiefen Spiegelungen an Geraden und Ebenen 
[in Verbindung mit den Spiegelungen an Punktcnl . 

Die Beweise sind oben so gefflhrt, dass sie sich, nach Ein- 
führung des Begrififes der schiefen Spiegelung, unmittelbar 
übertragen lassen. Wir brauchen darauf um so weniger einzu- 
gehen, als die schiefen (sowie die senkrechten) Spiegelungen 
nur einen besonderen Fall der nun folgenden, der projectivcn 
Spiegelungen bilden. 
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i^) Projektive Spiegelungen. 

78. Erklärungen. 1) In einem Punktsystem auf der Geraden 
heisst ein Punkt A an einem Punktepaar S, , Sj in einen Punkt A' 
(projectiv) gespiegelt, wenn das Paar A, A' sum Paar S, , S^ har- 
monisch ist. 

2) In einem ebenen Punktsystem heisst ein Punkt A an einem 
aus dem Punkte S und der Geraden s bestehenden Paar in einen 
Punkt A' gespiegelt, wenn die beiden Punkte A und A' zu S und s 
harmonisch sind. 

3) und 4) In einem räumlichen System heisst ein Punkt A an 
einem ausdem IHinkle S und der Ebene S bestehenden Paar, bezw. 
an einem aus den beiden Geraden s, und s, bestehenden Paar nach 
A' gespiegelt, wenn das Panlctepaar A , A' zum Paar S, S bezw. 
zum Paar s,, s^ harmonisch ist. ') 

Dabei sagen wir nach dem Vorgang von Reye^j , dass ein 
Punktepaar A, A' zum Punkte S und der Geraden s, hezw. zum 
Punkte S und der Ebene S harmonisch sei, wenn S auf der Ge- 
raden A A' liegt und s bezw. S diese Gerade im vierten harmo- 
nischen Punkte von S zu AA' trifft; ebenso, dass das Punkte- 
paar A, A' zu den beiden Geraden s^ und s^ harmonisch sei, 
wenn diese Geraden die Gerade A A' in zwei zu diesen harmo- 
nischen Punkten treffen. 

Ein System ^ (ein gerades , ebenes , räumliches) heisst an 
den genannten Elementen in das System 2' gespiegelt, wenn 
jeder Punkt von ^ in einen Punkt von — ' gespiegelt wird. 

Dabei setzen wir voraus, dass bei der Spiegelung an S,, S^ 
an 6', s, an S, S, an s,, s^ die Punkte 8, und «^ nicht zusammen- 
fallen, dass S nicht in s bezw. in S liegt, und dass s, und s, 
keinen Punkt gemein haben, und erreichen dadurch, dass jedem 
Punkt A von ^ ein einziger Punkt Ä' von 3' entspricht, und um- 
gekehrt. Denn liegt der Punkt A in einem der beiden spiegelnden 
Elemente, so fällt A' mit ihm zusammen, da nach den Voraus- 



i j Die prajectiven (collinearen) Spiegelungensind durcii die oben ange- 
führten noch nicht erschöpfl. Es kommen noch diejenigen hinzu, die aus 
ihnen durch Projection (oder mittelst des Dualitälsprincips} gewonnen 
werden, und ausserdem noch weitere Spiegelungen, falls man sich auf das 
Vorhandensein reeller Elemente beschränkt. 

S) Reye, Geomelric der Lage, orslo Abtheilung, ä. Auflage, S. 3S. 
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Setzungen A nicht auch im anderen spiegelnden Element liegen 
undyl' dadurch unbestimmt werden Itann. Liegt aber M ausser- 
halb der spiegelnden Elemente, so giebt es nur eine einzige 
durch A gehende Gerade , die S enthält , bezw. sowohl s^ wie Sj 
schneidet, und auf dieser Geraden ist dann A' eindeutig be- 
stimmt. 

Da in den Erklärungen die beiden Punkte A und A' in ganz 
r Weise vorkommen, so geht durch Spiegelung an jenen 
Elementen auch A' in A über. Die einmalige Wiederholung der- 
selben derartigen Spiegelung bringt daher jeden Punkt in sich 
zurück, also das System mit sieh selbst zur Deckung, und so ist 
der für die oben eingeführten Verwandtschaften gewählte Name 
»Spiegelung» gerechtfertigt. Schreiben wir diese Spiegelungen: 



-is;}-. 


-i!}-. 


./•SU. 
-Is/- ' 


^{:;) 


so hat man die Gh 


Jichungen; 








{!}•=- 







= \ . 

Anmerkung I. Da In einem solchen Paar, an dem 
wird, keines der beiden spiegelnden Elemente vor dem andern 
bevorzugt ist, so können wir sie auch vertauschen : 

{l:}HI:}^ in-l«}. {!}-{?}• {:;}-{:;}■ 

Anmerkung U. Bei Folgen von solchen Spiegelungen brau- 
chen wir die Klammern nur einmal zu setzen. Wir schreiben 
also z. B, : 

iS,\'iS,SA /SW-Sl /S»,l |*'n_, 
\SJ-\S,SJ- \s/is,/^\SjJ' lsS/~'- 
79. Sätze. 1 ) Slait einen Punkt A eines ebenen Systems nn 
dem Paar < > zu spiegeln , kann man ihn auch auf der Geraden 

AS an dem Punktepaar spiegeln, das aus S und dem Schnittpunkte 
der Geraden mit s besteht. 

2) und 3) Statt etJien I^nkt A eines räumlichen & 

dem Paar < ^ Wm spiegeln, kann man ihn auch spiegeb 
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auf der Geiaden S \ an dem PunUepaai , das aus S und 
rfem Schnüipunltte von S mü de) Geiaden besteht, 

in jeder durch S und 4 gelegten Ebene an dem Paar , das 
aus S und der Geraden besteht, m welüiei S die hbene trifft 

4) und 5) Statt einen PtmJ,t A eines räumlichen Syslans 

an dem Paar < * 7 zu spiegeln, kann man ihn auch spiegeln 

in der Geiaden, die A enthält und s, mid s^ in J», und \ 
schneidet, an diesen beiden Schnittpunkten 

in der durch A und i, (bezw duich A und s^ gelegtin 
Ebene an s, {öcäiü Sj) und an dem Schnittpunkit, S, (bezw S,) 
dieser Ebene mtt s, {besto s,] 

Zusatz. Die Sälge 1) bis b) lassen sich auch umkehren 

Der Beweis der Sätze 1) bis 41 und der Umkehrunt,en \ ht 
ohne weiteres aus dem Ges gten hervor In 5) kan man d r h 
A und den SchnitlpuDkl der tl eno 4 m t der Ger den s, e ne 
Gerade legen, die diesen '^ehn Ipunkt nthält nd trflt 
also mit der A enlhaltenlen und und t effenden Geraden 
identiscb ist, woraus 5) folgt 

80. Satz. Die Folge le Sp egel ge e es ebe e Systems 
an drei aus Punkt und Ge ade bestehet de S) gel} aa en de e» 
Punkte die Ecken und deren Geraden die gegenuberhegenden Seiten 
eines Dreiecks bilden, ist der Identität gleich. 

Es seien Sj, Sj, S, die 
Ecken, s,, s^, s^ die gegen- 
überliegenden Seiten eines 
Dreiecks, und 

schneidet man die Gerudo A A' 

mit Si in S^, die Gerade ^'1" mit s, in S^, so wird 79, 1.1: 

d. h. es ist: 

A, N hann. S,, S\ ; A' , A" härm. S,, S^ . 
Da sieh vier harmonische Punkte einer Geraden aus einem 
Punkte auf eine andere Gerade wieder als vier harmonische 
■Punkte projioiren, so projicirt sich : 
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der vierte harmonisclie des Punktes .1' zu S, und S,' d. h. 
der Punkt A aiis dem Punkte 83 auf die Gerade A' A" 

in den vierten harmonischen des Punktes A' zu Sj und S^ , 
d. h. in den Punkt A" ; 

daher liegen die drei Punkte A , A" und S, in einer Geraden ; 
gann ebenso beweist man, dass die Punkte .1, A" und der Schnitt- 
punkt Sj der Geraden S, S^ und S,' S, auf einer Geraden liegen, 
also dio vier Punkte A, A", S,, Sj in einer Geraden. Sie liegen 
aber harmonisch, da in S, und S^ je zwei Gegenseiten des voll- 
ständigen Vierecks S| S, S, Sj sich schneiden, während ;l und A' 
in den beiden übrigen Gegenseiten liegen '). 

Es ist also (78,1): 

wofür {nach 79,2, Umkehrungl auch gesetzt werden kann: 

■'!!:)- 

Da dies für jeden beliebigen Punkt gilt, so gilt es auch für 
das ganze System, und es ist: 



i}H 



«.» „.,r {^.*'.*'.l 



oder { ' ' ' > = 1 . 



Zusatz I. Die Spiegelungen eines ebenen Systems an zwei 
aus PwnÄ( und Gerade bestehenden Spiegelpaaren, bei welchen der 
Punkt eines jeden Paares in der Geraden des andern Paares liegt, 
sind vertauschbar. 

Beweis wie in 67, Zus. I. 

Zusatz Q. Die Spiegelungen eines ebenen Systems an drei 
aus Punkt und Gerade bestehenden Spiegelpaaren, bei denen die 
lenkte die Ecken, die Geraden die gegenüberliegenden Seiten eines 
Dreiecks sind, bilden zusammen mit der Identität eine Gruppe von 
vertauschbaren Verwandtschaften. 

)) Den obigen Beweis mussle ich hier mit den gewölinliclien Hilfs- 
mitteln der projectiven Geometrie führen; wir werden später aus der 
Theorie der Spiegelungen Hilfsmittel schupfen, um solche Beweise — ohne 
die^dem Beweise zu Grunde liegenden Voraussetzungen zu verlassen — in an- 
muthenderer Form erledigen zu künuen. 
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Die Gruppe besteht aus den Verwjindlschaften : 



ISA 



8i . Wir stellen die entsprechenden Sätze für den Baum auf. 

Satz I. Die Folge der Spiegelungen eines räumlichen 

Systems an zwei aus Punkt und Ebene bestehenden Spiegelpaaren 

Ebene des anderen liegt, und an einem dritten Paar, das aus der Ver- 
bindungsgeraden s jener lenkte und der SchniUgeraden s' jener 
Ebenen besteht, ist {in jeder Anordnung] der Identität gleich. 
Ist A ein beliebiger Punkt und ist: 



i der Punkt e 



.'1 



iA' 



£}-. 



80 lege man dureh S, , S^ und Ä eine libene, 
welche die Ebenen S) und S, in den Geraden 
s'j nnd Sj und die Gerade s im Punkte S schnei- 
den möge. Dann ist (79, 3.) : 



^{!;} 



\ sL) 



Da nun in dieser libene die Punkte 6', 6',, S.^ die Küken, die 
Geraden s, s',, s,' die gegenüberliegenden Seiten eines Dreieoka 
sind, so ist (80.): 



also auch (79, Ö.): 



Da dies für jeden beliebigen Punkt gilt, 
System, und es ist: 



j gilt es (ür das 






■\s-i 



(S,S,s 
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82. Satz n. Die Folge der Spiegelungen eines räumlichen 
Systems an drei Geradenpaaren, welche Gegen- 
kanlen eines Tetraeders sind, ist der Identität 
gleich. 

Siud S^,S^,S^,S^ die Ecken, S,, S,., S„S, 
die Flachen, s^, und .v,, , s^, und Sj, , s,^ und s^^ 
die Paare von Gegenkanten eines Tetraeders, so 
ist (81 .) ; 

iS,SA_(s,,\ iS,S,\_is,,\ IS,S,\_(s,A 
\S,SJ-\s,J' \S,sJ^\s,J' \S,Sj-^\s,J' 



/s,3S„s„l /S, S, S, S, Ä\ S.\ _ 
^s,,s^,s„l\S^ Sä S, S, S. Sj~ ' 
w. z. b. w. 

Zusatz zu I und II. Die Spiegelungen an den drei Spiegel- 
paaren der Sflise /. und II. bilden zusammen mit der Identität eine 
Gruppe. 

83. Satz. Die Spiegelungen, räumlicher Systeme an folgenden 
Spiegelpaaren sind vertauschbar: 

1) an zwei aus I^nkt und Ebene bestehenden Paaren, bei 
denen die Punkte wediselweise in den Ebenen liegen. 

2] an einem aus Punkt und Ebene und an einem aus zwei 
Geraden bestehenden Paar, wenn der Punkt in einer der Geraden 
liegt und die Ebene durch die andere Gerade geht. 

3) an swei Geradenpaaren, wenn diese die Gegenkanten eines 
einfachen räumlichen Vierecks*) bilden. 

Der Beweis wird wie in 67, Zus. I. geliefert, und zwar folgt 
4) und 2) aus Satz I. (81.) und 3) aus Satz H. (82.). 

i) Unter einem vollständigen räumlichen Viereck verstellen wir vier 
Punkte alsEcten mit den sechs durchje zwei von iiinen geleglen Geraden als 
Kanten und mit den vier durclije drei von ihnen gelegten Ebenen als Seitenl 

Unter einem einfachen räumlichen Viereck verstehen wir vier in einer 
bestimmten Reihenfolge angeordnete Punkte S^, Sj, S,, Sj als Ecken, mit 
den vier in dieser Reihenfolge gezogenen Verbindungsgeraden S,Ss, S^S^, 
S^S^, S,Si als Kanten und mit den vier durch je drei aufeinanderfolgende 
Punkte gelegten Ebenen S,SjSj, S^S^S^, S^S^S^, 8^3,8^ als Seilen. 

Zwei Ecken, Kanten und Seiten eines eintaclien Vierecks heissen 
Gegenecken, -Kanten und -Seilen, wenn sie nicht in der oben angeschrie- 
benen Reihenfolge, und in keiner ilirer cyklischen Vertäu schungen neben 
ei nun der stellen. 
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84. Sind die Ecken, Kanten und Seiten eines Tetraeders 



(vollsl^indigen Vierecks, wie oben bezeichnet, ; 
den drei Spiegelungen 



IS,/' 









jjenau wie in 74. die Gruppe 



) erliält man um 



IS, SA 



is,\ I 
' \s,/' 1 

is.s,\ 
ts, s,/• 
's, s, s,\ 
■ S, s, sJ 



IS, s,/ 



/s.l 



s,r \s,l 









Die Gleichheit der in der vorletzten Zcüe rechts und links 
stehenden Verwandtschaften folgt aus 82; femer ist: 






^^S,.„/^ 






\5j 



■nach 8S; 78, Anm. I; 82.i. 

8b. Bezeichnet man die sieben Spiegelungen dieser Gruppe 
kurz mit o , a,, a^, . . . so bestehen Kwischen ihnen im ganzen 
sieben Gleichungen von der Form 0, öj ff = 1 (nach 72.) . Alle 
diese Gleichungen sind iri den Sätzen I. und II. (81. und 82.) 
enthalten; denn zur Anwendung des Salzes I, kann man zwei 
der Ebenen des Tetraeders auswählen und bekommt daraus 
lauter verschiedene Gleichungen der obigen Form, und zwar in 

der Anzahl ^j — ^ ^ 6 ; die siebente Gleichung ergiebt sich aus 

dem Sulz II. .82 1. 

Satz. Man erhält alle sieben Gleichungen von der Form 
ff, ff, ff ^ 1 durch sechsmalige Anwendung des 
Satzes I. und durch einmalige Anwendung des 
üat;ses 11. 

86. Um alle möglichen Gleichungen von 
der Form ff,ff, öjff't^l zu finden, hat man [73,] 
auf alle Weisen vier von den Spiegelungen so 
heraus zu suchen, dass keine drei von ihnen 
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Gruppen von Spiegelungen. 

von einander abhängig sind. Dies ergiebt die 
Formeln : 



\s,s,s,s./-' • 




■•■■ {::::::s;l:}-. 




die fülgendermassen direct bewiesen w 


erden; 


,, IS.S.S.SA f,„s„\ 
'■ lS,S,S.S./"U..J„/~ 


f::::::} 


(nach 81; 78, Anm. I., 78.). 




"• »»...vs,s.l=\...... 


;:}-' 



(nach 82; 81; 78.). 

Satz I'. Die Folge der vier Spiegelungen aii den aus Punkt 
und Ebene bestehenden Paaren, deren Punkte die Ecken und deren 
Ebenen die gegenubeiiiegenden Seiten eines Tetraeders sind, ist der 
Identität gleich. 

Satz ir. Die Folge der vier Spiegelungen an swei aus Punkt 
und Ebene und an swei aus je zwei Geraden bestehenden Paaren, 
bei denen die Punkte aus zwei Gegenecken, die Ebenen aus den 
beiden gegenüberliegenden Seiten, die Geradenpaare aus den Paaren 
von Gegenkanten eines einfachen ritumlichen Vierecks bestehen, ist 
(in jeder Anordnung) der Identität gleich, 

Znsatz. Man ej'hält alle sieben Gleichungen von der Form 
ffj (7j (Fj ff' ^ 1 durch einmalige Anwendung des Satzes I' und 
durch sechsmalige Anwendung des Satzes II'. 

Denn die Elemente des Tetraeders sind nur einmal so zu 
wühlen, wie es der Satz I' verlangt, während für 11' zwei belie- 
bige Ecken des Tetraeders als Gegenecken eines einfachen raum- 
lichen Vierecks zu wählen sind, wodurch die anderen in 11' vor- 
kommenden Elemente völlig bestimmt sind; diese Wahl Ist aber 

auf i-^ =: 6 verschiedene Arten m treffen. 

1 ■ 2 



Hosted by 



Google 



447 II. WiE>-EK, Gruppen von SpiLGEi.nNtiEN. 

VoD Anwendungen der oben entwickelten Sätze sei hier 
die Theorie der CoUineationen erwähnt, die eine Flache (ein 
Polarsystem) zweiter Ordnung in sich überführen , ferner die 
Theorie der Raumourven vierter Ordnung erster Art, die 
eine solche Gruppe von projectiven Spiegelungen in sich selbst 
zulassen. Jede Flache 2. 0. wird nämlich durch Spiegelung an 
einem aus Pol und Polarebene oder an einem aus zwei conju- 
girten Geraden bestehenden Paar in sich tlbergcführl ; ist daher 
das jene Gruppe von Spiegelungen bestimmende Tetraeder ein 
Polartetraeder der Fläche 2. 0., so hat man eine Gruppe von 
verlauschbaren (collinearen) Spiegelungen, die die Flüche in sieh 
überführen. •) Und durch dieselbe Gruppe wird eine Raumcurve 
4. 0. in sich übergeführt, welche der Schnitt der Flachen 2. 0. 
eines Büschels ist. von dem jenes Tetraeder das gemeinsame 
Polartetraeter ist. 

Für Gruppen von 2" Verwandtschaften, die alle ausser der 
Identität senkrechte, schiefe oder projective Spiegelungen sind, 
bietet die Geometrie der »'-dimensionalen Räume die entspre- 
chende! 



i] lieber solche Gruppen im Raum voo y Dimensionen vgl. Voss, 
"Zur Theorie der orllu)gonalen SubsHluUonen.« Matli. Ann. XUl (1878.) § V, 
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Hermann Wiener, Ueber die aus swei Spiegelungen susam- 
mengeselzten Verwandtschaften ') . Vorgelegt von Prof. Engel. 

X. Ueber geometrische Uebertragnngssätze. 

86. Iq dem Streben, die auf ein Gebiet^] der Wissenschaft 
verwandte Geistesarbeit auch für andere Gebiete nutzbar zu 
machen, haben die Geomeler im Laufe der Zeit eine nicht geringe 
Zahl von Uebertragungssätsen aufgestellt, welche gestatten, ganze 
Reihen von Aufgaben und Sätzen, die in dem einen Gebiet der 
Geometrie erledigt sind, in ein anderes hinüber zu nehmen. Wir 
leiteten unsere Betrachtungen mit der Theorie der Bewegungen 
räumlicher Systeme ein, und es liegt nahe, auf diesem Wege der 
Uebertragung die gewonnenen Ergebnisse auch für andere Ge- 
biete zu verwenden, oder umgekehrt von analogen Sätzen eines 
anderen Gebietes ausgehend, wieder auf sie zu kommen. 

87. In der That ist es leicht, in der projectiven Geometrie der 
Geraden solche analogen Sätze aufzustollen*); dann kann man 
durch ein von Möbius angegebenes Verfahren die von den Pro- 
jectivitaten der Geraden handelnden Sätze in solche verwandeln, 
die sich auf Kreisverwandtschaften in der Ebene beziehen; mit 
Hilfe der slereographischen Projection gelingt es, diese wieder 
so umzuformen, dass sie den Kreisverwandtschaften auf der Kugel 



1) Diese Arbeit bildet die Fortsetzung der früheren: vgl. diese Be- 
FLChle 1890 S. ia— 23, S, 71 — 87, S. 245—367, 1895 S. 434—447. 

2) Unter einem oGebieto soll im folgenden Stets eine irgendwie ab- 
gegrenzte Menge von Sätzen verstanden sein, die sich auf eine Glasso 
mathematischer Objecto und Operationen beziehen. 

3) Die in 87. aufgezählten Ueberlragungen sind in den folgenden 
Nummern ausführlicher behandelt; dort sind auch die Literaturnach- 
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Verwandtschafie> als Folgen zweirr Spiegelungen. 645 

Jren ; diese aber können als Ausschnitte von allgemeineren 
Verwandtschaften betrachtet werden, nUmlich der CoUineationen 
des Raumes, weiche die Kugel in sich überführen ; durch pro- 
jective Verallgemeinerung und durch die STÄUDi'sche lieber- 
tragung des für reelle Gebilde als richtig erkannten auf ima- 
ginäre Gebilde gelangt man von da zur Geometrie derjenigen 
räumlichen CoUineationen, die eine (reelle odor imaginäre) Fläche 
2. Ordnung in sich überführen; und stützt man sich endlich noch 
darauf, dass jede Bewegung als eine besondere räumliche CoUine- 
ation dieser Art betrachtet werden kann (bei der nämlich der 
unendlich ferne Kugelkreis in sich übergeht), so hat man einen 
Weg gefunden, auf dem man tlber die verschiedenartigsten Ge- 
biete hinweg von der projeetiven Geometrie der Geraden zur 
Geometrie der Bewegungen räumlicher Systeme gelangt. 

88. loh will keineswegs die Bedeutung unterschätzt wissen, 
die solche Gedankenreihen haben, wenn es gilt, einem Gebiete 
neue Sätze zuzuführen, oder einen ersten Üeberblick über die 
verschiedenen Gebiete zu gewinnen. Aber sie tragen ku sehr 
das Gepräge des Vorläufigen und fordern geradezu eine andere 
Begründung heraus. Wenigstens kann von einer Erspamiss der 
Geistesarbeit bei der Mannigfaltigkeit der verwendeten üeber- 
tragungen und bei der Menge der vorausgesetzten Vorkenntnisse 
nicht wohl die Bede sein. Und gerade die Verschiedenheit der 
Gebiete verlangt, dass die Uebereinstimmung der Sätze nicht als 
zufallige Folge verschiedener Ursachen erseheine, sondern sich 
aus einem einheitlichen Grunde ergebe. 

Sluschab I. 

An dieser Stelle ist es vielleicht angebracht, darauf hinzuweisen, 
wie weit schon rein äusserlich lier Zusammenhang der beiden End- 
glieder in der obigen Kelle verfolgt werden kann, während es den 
folgenden Bntwickelungen vorbehalten bleibt, die inneren Gründe für 
die Aehnlichkeft und für die immer noch hervortretenden Verschie- 
denheiten aufzudecken. Dabei sind im Wesentlichen die im Vorigen 
und im Folgenden vorkommenden Sätze über Bewegungen zu ver- 
gleichen mit den Sätzen, die ich in einer früheren Arbeit '] im Gebiete 

1} »Rein geometrische Theorie der LarBtellung binärer Formen 
durch Punktgruppen auf der Geraden«, Darmstadt 1S8B [Habilitations- 
schrift, Halle). 
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der projectiven Geometrie') entwickelt habe; der Leser möge die 
enisprecb enden Sülze, die einander mit gleichen Bezeichnungen ge- 
genübergestellt sind, gleichzeitig vornehmen. 

A, Sätze über Projectivitälen^) in der Geraden. 

89. a) Unter den projectiven Verwandtschaften zwischen den 
Punkten einer Geraden giebt es nur eine AH von Spiegelungen, die 
n Involution«^). Sie kann in zwei wesentlich verschiedenen Formen auf- 
treten, je nachdem sie a) zwei bekannte Doppelpunkte besitzt, durch 
die dann jedes Paar zugeordneter Punfcle der Involution harmonisch 
getrennt ist, oder ß] durch zwei Paare zugeordneter Punkte gegeben 
if-l, gleichviel ob die nun nicht bekannten Doppelpunkte reeil oder 
imaginär sind. 

Eine Projeetivität ist eine Involution, wenn sieh in ihr ein Punkte- 
paar wechselweise entspricht. [Vgl. v. Staubt, Geometrie der Lage 
Nr. 2 IB.] 

b) Zwei Involutionen heissen harmonisch, wenn ihre Folge meder 
eine Involution ist. [Vgl. Hab.-Scbr. 55.1 

Jede dieser Involutionen führt die andere in sich über, und um- 
gekehrt ist jede Involution, die eine von ihr verschiedene in sich 
überführt, zu dieser harmonisch [vgl. diese Reihe von Abhandlungen 
Nr. 47 und 48j. 

Insbesondere ist zu einer Involution mit vorgegebenen Doppel- 



1) Dem in der projectiven Geometrie bewanderten Leser wird es 
leicht sein, die folgenden Salze und Construelionen auf alleomeiner be- 
kanntes zaruckzuführen ; denn wenn mnn die Punkte der Geraden, auf 
denen sich jene abspielen, aus einem Funkte eines Kegelschnittes auf 
diesen projicirt, so folgt alles übrige aus dem Salze, dass die Verbindungs- 
geraden von Punkten, die in einer so auf den Kegelschnitt gelegten Invo- 
lution einander zugeordnet sind, durch einen festen Punkt, das »Involu- 
tionacentrum« gehen (dessen Polare zum Kegelschnitt i>Involutionsax.eu 
genannt wird), nnd aus dem zweiten Satze [der leicht aus dem vorigen 
abgeleitet wird), dass die Involution scenira »harmonischer« Involutionen 
(vgl, K9b.) zum Kegelschnitt konjugirle Punkte sind. 

ä) Unter » Projeetivität » auf einer Geraden verstehe ich die projective 
Beziehung der Punkte Ä. . der Geraden auf die Punktet' .. derselben Ge- 
raden. Die nUmkehrungo ordnet dann den Punkten A' , . die Punkte A. , 
zu. Zwei Punkte, die sich in der Umkehrung entsprechen, heissen auch »in 
der Projektivitat rückwärts entsprechend.« 

In meiner Hab.-Scbr. habe ich beide, ProjektivitSt und Umkehrung, 
unter dem Namen Projektivitat zusammengofasst und dann durch den 
oSinna wieder unterschieden. Die andere Bezeichnung ist aber die bessere. 

3) Die Involution kann auch als Folarsystcm zweiter Ordnung auf- 
gefasst werden (Hab.-Schr. 47.}. 
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Vera ^NDTSLHAFTEN AL« FOLGE^ ZftilEB SP1EI.ELUNGKN. 647 

punkten jede andere harmonisch, für welche diese Doppelpunkte ein 
Paar zugeordneter Punkte bilden 

c) Smd zwei Invoiutiotten gegeben, so is( t a eme weitere Inr- 
voluUon voihanden, die gleichzetUg su beiden harmonuch i'.t*). [Hab.- 
Schr 63 ] 

d) Die Gesammthett aller Im ottiHonen, dte zu emer einzigen J 
hwmouiuh sind heisst ein Büschel von ImoMionen^j 

Jede In\olution eines gegebenen Büschels ist durch eines ihrer 
Paare zugeordneter Punkte bestimmt [Hab bchr 68 ] 

e) Durch jede gegebene Projecltvttat ^ %i,l eugleuh eine gi^isse 
Involution, die »zugehörige Ittvolutton» bestimmt 

Hat die Projectivität Doppelpunkte so hat die zugehörige In 
volution die selben, sie wird daher auch vielfach »Dopj)eipü«Ä(tnto 
lution« genannt. 

Ein Paar zugeordneter Punkte 4 1 dieser In\olution ist har- 
monisch zu den beiden Punkton A_ und A^ die einem von ihnen 
etwa dem -4, in Sß rückwärls und \orwarth enthprechen''). [Hab.- 
Sehr. 37.] 

Eine Projectivität ist völlig bestimmt, wenn von ihr die zuge- 
hörige Involution und ein Paar entsprechender Punkte gegeben ist. 
[Hab.-Schr. il.] 

In dieser Involution ist jedem Punktepaar A,A^, das sich in 
5|ä entspricht, wieder ein solches Paar A' , A[ zugeordnet; doAer vrird 
die ganze Projectivität Sß durch ihre zugehörige Involution in sieh selbst 
übergeführt, und ebenso geht umgekehrt die Involution durch 5ß in 
sich über. 

f) Bildet man von zwei Involutionen I^ und i, die Folge, so erhält 
man eine Projectivität /, 7j ^ ^ß. deren zugehörige Involution J die- 
jenige ist, die sowohl zu I^, wie zu I^ harmonisch ist {vgl. c) , [Hab.- 
Schr. 64.] 

\) Haben die beiden Involutionen einen gemeinsanien Doppelpunkt, 
so art«t die zu ihnen liarmoni^cbe Involution in eine Beziehung aus, 
welche jedem beliebigen Punlit jenen gemeinsamen Doppelpunkt zuordnet. 
Die Beziehung ist keine "Verwandtschaft" in dem von uns gebrauchten 

S) Um den Fall der ausgearteten Involution und des daraus entspriu' 
genden Büschels nicht gesondert behandeln zu müssen (wie es Hab.-Schr. 
53, St, 67, 73. geschehen ist), wird man gut thun eine andere Definition des 
Büschels zu Grande zu legen, auf die spSter hingewiesen wird [toea, 
FnssDote S). 

8} Man vergleiche auch : H. ■Schröter, Journ. f. Math. LXXVll, 120 
u. läl, M. Pasch, Journ. f. Math. XCl, 349—351. Einen sehr einfachen 
geometrischen Beweis des Satzes hat auch C. Seghe, gegeben: Journ. f. 
Math. C, 3äO. 

Uatli.-;lisy. (;iai>«e 1HU1. 4s 
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648 H. WiENBB, 

g) Umgekehrt lässt sich Jede Projectimtät, die J zur zugehörigen 
Involution hat, als Folge von awei zu J harmonischen Involutionen 
darstellen, von denen die eine aus dem Büschel der zu / liannonischen 
[nvolulionen beliebig herausgegriffen werden kann, während die 
andere die dadurch völlig bestimmt ist, auch diesem Büschel an- 
gehört 

Anmerkung Diese Umkehrung ist in meiner Hab. -Sehr, nicht 
ausgesprochen iih fuge deshalb hier den Beweis ein. 

Ist /, eme behebige zu / harmonische Involution, welche einen 
Punkt A in B überfuhren möge, so giebt es eine einzige zu J har- 
monische In\olut on /, (nach d), welche ß in den Punkt^j überführt, 
der dem A m^ entspricht. 

D e tclee /, /j ist nun eine Projectivität, welche, wie ^, J zur 
zugehörigen Involuliou [nach f) und A, ^, zu entsprechenden Punkten 
hat Da e« aber [mch e) nur eine solche Projectiviril giebt so ist 
$ = /,/, w z b w ij 

h) ZujederProjectivilit $ist daher ein ganzer Büschel von In- 
volutionen /, h zugeordnet ndmlich ille diejenigen w ekhe zur 
zugehörigen Involution / hirmonisch sind 

In einer jeden solchen Involution / ist einem Punktepair i 4^, 
das sich in Iß entspricht ein Punktepaar B, b zugeordnet das iich 
in *)J~' entspiicht 

Jede der Inooluttonen I fuhrt daltr die P)oj etitilut ^ m ihre 
Umkehrung 5ß~' über 

Umgekehrt gehört jede Involution, in der einem Paare ent- 
sprechender Punkte A, A^ von 5ß ein Paar B^, B von 5^"' zugeordnet 
ist, dem Büschel an. 

i} Besonders wichtig ist das System der Projectivitäten, die die- 
selbe zugehörige Involution J besitzen, die man also erhält, wenn man 
auf alle mögliche Arten die Folgen von je zwei Involutionen / bildet. 
Sie ergeben eine Gruppe [Hab. -Sehr. 46.] vertauschbarer [Hab, -Sehr. 
45.] Verwandtschaften. 

k) Ausser dem angeführten behandelte ich damals noch die- 
jenigen weiteren Systeme von Projectivitäten, (Büschel von Projectivi- 
täten), die eine gegebene Involuliou (Projectivität) im gleichen Sinne 
in dieselbe andere überführen^). 



1) Analog ist der Beweis zu führen, wenn die zweite Involution be- 
hebig BUS dem Büschel herausgegriffen werden SoH. 

Wir geben später (94, a.) einen andern Beweis für diese Zerlegung, der 
auch für den Fall gilt, dass die Involution J ausartet. 

S) Meine Untersuchungen über Büschel von Projectivitäten, die ich 
gleictizeitig mit dem Thema meiner Hab.-Schr., den Polargruppen (im 
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l) IHe Zusammensetzung zweier Projectivüäten 5ß, Cl zu einer 
einzigen neuen lasst sich sofort aus dem gesagten abteilen. Ist n5m- 
Ücti / die Involution, die gleichzeitig zu den zu $ und O zugehörigen 
Involutionen tiarmonisch ist (vgl. c), so Isann man setzen [vgl. g): 

$ = ff / , 0, = IK , 

wo H und li völlig besliramle Involutionen sind ; dann wird 

•^£1 = }tllK = HK . 

A'. Sütze über Bewegungen starrer räumlicher 
Systeme. 
90. Die Bewegungen Laben eine wichtige Eigenschaft vor den 
projectiven Verwandtschaften voraus, die darin besteht, dass jeder 
»Umwendungv ein bestimmtes räumliches Element, niimlich eine Ge- 
rade (die ürawendaxe), zugeordnet ist, und umgekehrt jeder Ge- 
raden eine einzige Umwendung. Dadurch ist es meist möglich, einen 
Satz in zweierlei Gestalt auszudi utken, einmal als Verwandtschafts- 
beziehung zwischen Urawendungen, das aodeie Mal als Lagenbe- 



Jahre 1884) bearbeitet hatle, nahm icli nicht m die Hab -Sehr auf, da sie 
über die dort gezogenen Grenzen hmausgiDgen. Inzwischen bm ich durch 
eine Arbeit von C. Segrb der VeroETeDlIicbun^ über diesen Gegenstand 
Überhoben worden (»Note i>ur les homogiaphies binairea et leurs faisceaunti 
Journ. f. Math. C, 317—330, 1887). 

Ich hatte damals den Büschel von Projectivi täten als die Gesammt- 
beit von Projekt! vi täten betrachtet, welche eine gegebene Involution in ein 
und demselben Sinne in dieselbe andere Involution überfiibren*) während 
Segbe durch, Betrachtung aller ProjektivilSter», die zu einer gegebenen har- 
monisch sind, zu denselben Resultaten, wie ich damals, kommt, die er 
durch eine wichtige Constvuktion und durch eine schöne Anwendung ver- 
mehrt (a a Nr 1 und 1 6 ) 

Zugle b hat Segre [nach iei Au ^ange von ^TEPtiAisos Uafb Ann 
XXII, 310 ftj d e Beze I nu □ der Operal on Re 1 n n^ a f Projekt v 
täten an^ewandl und dadu cb a cl man ben Salzen rae ner Hab Sehr 
den kurzen und handl chen Ausdruck g nCbe den 1 oben an^e om 
men habe 

Dagegen ka n ch n ch n t denje go Bewe se segre s n ch( e n 
verstanden erklaren, bei denen er eine Vereinfachung durch Unterschei- 
dung der (nicht rational gegebenen) reellen und imaginären Doppelpunkte 
herbeizuführen sucht. Denn Sätze, die unabliängig von dem besondern 
Reell itätsverbältniss gelten, müssen meines Erachtens auch unabhängig 
davon bewiesen werden. 

!8.) 
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650 H. WlENBR, 

Ziehung zwischen Geraden; wfr werden öfters nur die letztere 
einfachere Form wählen. 

Dana haben wir den Sätzen über Projectivitäten die folgenden 
Satze gegenüber zu stellen: 

a') Esgiebt nur eine Art involutoriseher Bewegungen: die üm- 
wendungen (Spiegelungen an einer Geraden]. 

Dies folgt aus der Definition der Spiegelang und aus dem Satze : 

Eine Bewegung, bei der ein einziges Punktepaar seine Lage ver- 
tauscht, ist eine Umwendung [vgl. diese Reibe von Abhandlungen 
Nr. 18.]. 

b'} Zwei Umwendungen, deren Folge wieder eine Umwendung 
ist, heissen harmonisch. 

Die Axen zweier harmonischer Umwendungen treffen sieh senkrecht. 

Bewein. Sind a, b zwei Geraden, und { a } , {b) die um- 
wendungen ura sie, so sind diese Umwendungen harmonisch, wenn 

{.») = {«), 

ist, wobei {c} die Umwendung um die dritte Gerade c bedeutet. 
Aus dieser Gleichung folgt aber: 

{abr=i [abj^i 
Oden {ab} = {ba] . 

Es sei nun P ein Punkt von a, der um 6 In P' uragewiindt wird; 
dann ist 

P{a]P[b]l^ oder P{ab} P' . 

Den Punkt P", der aus P durch [ba] hervorgeht, linden wir so: 

P[b}P'{a]I^ d.h. P{ba}P''. 
Da aber 

{.») = {»»). 

so ist P" mitP' idenlisch, d.h. P' wird durch die Umwendung um a 
in sich übergeführt, liegt also auf der Geraden u. Da demnach a 
zwei Punkte P, P" verbindet, die durch die Umwendung um 6 in 
einander übergehen, so wird b von o senkrecht geschnillen. 

Die Umkehrung dieses Satzes ist in Nr. 9, Zusatz II. ausge- 
sprochen. 

c'] Zu zwei beliebigen Umwendungen giebt es stets eine dritte, 
die gleichzeitig zu beiden harmonisch ist. 

Dieser Satz deckt sich (nach h') mit dem bekannten : Zu zwei 
beliebigen Geraden kann stets eine weitere gefunden werden, die 
beide senkrecht trifft. 

d') Es giebt ein ganzes Strahlsystem von Geraden, die eine ge- 
gebene senkrecht treffen. 
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e') Zu jeder BeweaUiin SB g ebt es [ a nur) e ne ausgeze h 
nete Gerade, die Schraubenave eiche be derBeo g q c/ ( d 
zwar mit Beibelialtung il res S nnes) übergeht 

S\nA A_^, A, Ä^ dre Pinkte d e s cl n der Bei* eg „ f 
einander folgen (d.li. gel t 4 4 ! rcl S n i J her) s tr fft 
die Gerade, um welche A n s ch i i mge va dl rd d e 

Schraubenaxe senkrecht [l"*) 

f) Die Folge sweier Umwendungen tst etne Sckraubung, deren 
Ase die Umwcndaxe senkrecht trilft (10, Satz). 

g'} Umgekehrt lüssl sich jede Schrattbung als Folge zweier Um- 
wendungen darsteilen, von denen die Ase der einen, die Selirauben- 
aüe senkrecht treffend, beliebig angenommen werden kann, während 
die andere dadurch bestimmt ist (ID, Umkehrung). 

h') Die Geraden, welche die Schraubenaxe senkrecht frelfen, 
haben die Eigenschaft, dass um sie zwei in der Bewegung fS auf ein- 
ander folgende Funkte J, ^, in zwei in So"' aufeinanderfolgende 
Punkte B,, B umgewandt werden ; d. h. : Die Bewegung S9 geht durch 
Umwendung um irgend eine die Schraubenaxe imkrecht sehneidende 
Gerade in ihre Umkehruttg über ') . 

i') Alle Sehraubungen, die dieselbe Schraabenaxe haben, nebst den 
Schiebungen in der Sichtung der Schraubenaxe bilden eine Gruppe ver- 
tauschbarer Verwandtschaften. 

Beweis folgt später. 

k') Es giebt ein ganzes System von Bewegungen, die eine Gerade 
in demselben Sinne in eine andere Gerade überführen. 

Die Eigenschaften dieses Systems sind im V. Abschnitt behandelt 
und werden im Folgenden noch weitere Berücksichtigung finden. 

l') Zwei beliebige Bewegungen werden susammengesetst, indem 
man jede so in zwei Umwendungen zerlegt, dass die zweite Um- 
wendung der ersten Bewegung mit der ersten Umwendung der zweiten 
Bewegung identisch ist (t ].). 

91. Ehe wir an die Frage herantreten, ob es eine einzige 
Uebertragung giebt, die umfassend genug wäre, um jene verschie- 
denartigen Gebiete ingegenseitige Verbindung zu bringen, müssen 
wir uns klar machen, was man alles von einer guten Ueber- 
tragung verlangen darf. In der Fülle der zu Eingang erwähnten 
Ueb .Ttragungen haben wir ein hinlängliches Material gewonnen, 



1) Die Unikehrung dieses Salzes, dass nämlich zwei einander ent- 
sprechende Punkte Ä, Ä, in zwei einander rückwärts entsprechende Punkte 
Bj, B umgewandt werden kiinnen, gilt nur für den Fall, dass A und B 
gleichweit von der Schraubenai.e entfernt sind. 
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um gewisse Gruppen unlerscheiden zu können, ohne dass wir 
damit eine strenge Eintheilung beabsichtigen, 

a) Die einfachsten Uebertragungen sind solche, wie der 
Uebergang von der Ebene auf die Kugel (ste reo graphische Pro- 
jection), oder von der Kugel auf eine beliebige (nicht geradlinige) 
Fläche zweiter Ordnung (projective Verallgemeinerung) ; bei 
ihnen werden die Elemente eines geometrischen Gebildes ein- 
deutig auf die Elemente eines anderen Gebildes bezogen, das in 
diesen Elementen dieselbe Dimensionenzahl aufweist. Solche 
Uebertragungen können entweder projective {collineare oder 
reeiproke) Beziehungen sein, wobei der Ausdruck der Satze bei- 
behalten oder dual verwandelt wird, und nur bei der Uebcr- 
tragung metrischer Satze insofern eine grössere Veränderung 
erleidet, als für das Äbtragen gleicher Strecken und für das 
Füllen von senkrechten Geraden ein projectives Analogen ein- 
zufahren ist — oder aber die Uebertragungen sind allgemeinerer 
Natur, wie z.B. wenn einer Geraden eine Curve entspricht; dann 
werden die auf dem einfacheren Gebilde (der Geraden) gewon- 
nenen Sätze unmittelbar auf das schwierigere Gebilde bezogen'). 

In diesen Fällen haben wir eine Heber tragung, bei der von 
einem geometrischen Gebilde nicht nur die Elemente auf ein 
anderes abgebildet werden, sondern gleichzeitig auch die daran 
geknüpften Sätze. Wir nennen sie kurzweg Abbildungen. 

Hierher gehören auch die allgemeineren mehrdeutigen Ab- 
bildungen. 

b,} Eine zweite Art von Uebertragungen schtiesst sich an 
die nicht projectiven Uebertragungen der Gruppe a) an. Als 
Beispiel kann uns diejenige dienen, welche die Kreisverwandt- 
schaft auf der Kugel in Verbindung setzt mit einer Collineation 
des Raumes. Um das Wesen einer derartigen Uebertragung 
deutlich zu machen, gehen wir auf einen noch einfacheren Fall 
zurück. Die unter a) besprochene Uebertragung einer Geraden 
auf einen Kegelschnitt gestattet von einer Involution (und ebenso 
gut auch von einer Projectivität) zu sprechen, die zwischen 
den Punkten eines Kegelschnittes besteht. Da diese so auf den 
Kegelschnitt gelegten Punktinvolutionen die Eigenschaft haben, 

1 ) Eine solche Uebertragung ist z, B. auch die von Clebsch geleisletc 
Abbildung der Fläcbe dritter Ordnung auf die Ebene. Man vergl. Joui-n, 
t. Math. LXV, 359 (1866.) und besonders Malli. Ann. V, 119. [1872.: 
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alle Verbindungsgeraden zugeordneter Punkte durch einen 
festen Punkt der Ebene — ^das Involutionscentrum — ^zu schicken, 
so ist jeder Involution des Kegelschnittes [oder auch der Ge- 
raden, deren Bild der Kegelschnitt ist) ein Punkt der Ebene 
zugeordnet, und wir haben damit das sogenannte HESSE'scbe 
Uebertragungsprincip '} gewonnen. Da aber alle Involutionen 
auf der Geraden eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit sind, 
so haben wir doch wieder nur eine Abbildung auf ein Gleicli- 
dimensionales geleistet, wie wir sie schon unter a) betrach- 
teten, und dasselbe gilt von der von Hesse angedeuteten und 
seinen Nachfolgern zu einer schönen Theorie ausgebauten 
Uebertragung von den Punktetripeln der Geraden auf die Punkte 
des Raumes, die durch die Raumcurve 3. Ordnung vermittelt 
wird, u. 3. w. 2). 

Einen wesentlichen Schritt weiter hat schon vor Hesse mit 
diesen Salzen Staudt getban, indem er der Involution auf dem 
Kegelschnitt eine collineare Spiegelung der Ebene zuordnet, 
nämlich die Spiegelung an dem aus Involutionscentrum und 
seiner Polaren bestehenden Paar ^), und allgemeiner, indem er 
jeder Proj'ectivität der Punkte des Kegelschnitts eine ebene Col- 
linealion zuordnet*), durch die der Kegelschnitt genau in der- 
selben Weise in sich übergeführt wird, wie dies durch jene 
Projectivität geschieht. Ebenso zieht eine Verwandtschaft, welche 
die Punkte einer Regelfläche zweiter Ordnung dadurch in andere 
Punkte dieser Fläche übergehen ISsst, dass jede der beiden 
Regelscharen projectiv in sich übergeführt wird, eine Collinea- 
tion des Raumes nach sich, bei der die Flache genau in der 
verlangten Weise mit verändert wird*). 



1) 0. Hesse, uEin Uebertragungsprincip», Journ. f. Math. LVI, 15 
(1866). 

Die Involution , von der oben die Rede ist, ist der geomeiri.sche Ans- 
di-uck von der GleicUung zweiten Gradea, von der Hesse in seiner analy- 
tischen Darstellung ausgeht. 

S) Man vergleiche z. B. Fbanz Meieu: »Heber Apolarität und ratio- 
nale Kurven». 

3| V, Staddt, »Geometrie der Lage» Nr. 276, III (1847). 

Heber die Ausdrucks weise : »Spiegelung an einein Paar« vgl. meine 
vorige Abhandlung Nr. 78. [Diese Berichte 1 391 , S. 439.) 

4) V. Staudt, ebenda, am Anfang von Nr. 376. 

5) V. Staudt, »Beiträge zur Geometrie der Lage« Nr. 3 (1836). 
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Bei diesen Uebertragungen wird durch eine Beziehung der 
Elemente eines geometrischen Gebildes eine sie umfassende Be- 
ziehung in einem Gebilde von höherer Dimension hej-vorgenifen. 
Wir bezeichnen sie als Abbildungen mit Erweiterung. 

bj) Wenn man mit Stauht') als Regelflache auch eine 
solche Flache zweiter Ordnung bezeichnet, die keine reellen 
sondern nur imaginäre Geraden enthalt, also z. B. die Kugel (oder 
das Ellipsoid], so gelten die vorhin erwähnten Uebertragungen, 
die aus einer Beziehung der Begetfläche eine raumliche Collineation 
ableiten, ebenso gut für die Kugel Der Uebergang geschieht 
durch das Imaginäre hindurch, und dis ist derselbe Weg, den 
MöBius^) eingeschlagen hat, um von dei projectiven Geometrie 
der Geraden zur Kreis Verwandtschaft m der Ebene zukommen, 
nur verfahrt Si AUDI geometrisch M bils anahlisch. Ordnet man 
nämlich den Punkten einer Gtiaden die reellen Zahlen (als 
Abscissen) zu, so lassen sich Beziehungen zwischen den Punkten 
der Geraden durch Gleichungen zwischen den entsprechenden 
Zahlen ausdrücken. Setzt man in diesen Gleichungen comple.xe 
Zahlen statt der reellen ein und deutet diese wieder als Punkte 
einer Ebene, so wird die Gleichung nun eine Beziehung zwischen 
den Punkten der Ebene zum Ausdruck bringen, so dass hiermit 
die Ueberlragung von der Geraden auf die Ebene geleistet ist=). 

Diese geometrische Uebertragung wird bewirkt durch den 
analytischen Uebergang von den reellen zu den compJexen 
Zahlen, und dieser wird ermöglicht durch die Gemeinsamkeit 
der Rechenregeln für beide Zahlgebiete. Es sind ganz wenige 
Grundgesetze, das associative und commutativc Gesetz für die 
Addition und für die Mnltiplication und das distributive Gesetz 
für die Verbindung beider, ans denen alle übrigen Sätze des 
Zahlenreohnens hergeleitet werden, und da diese Grundgesetze 



1) V. Staubt, «Beiträge» Nr. 174 und B. Heft, Vorwort (1860). 

1) UöBiirs: oüeber eine Methode um von Relationen, die der Longi- 
metrie angehören, za entsprechenden SStzen der Planimetrie zu gelangen ». 
Diese Berichte Band V, 1853. 

Sieben Abliandiungen von MÖmns über Kreis Verwandtschaften (IS53 
bis 18SH) bilden die dritte Gruppe des Bundes II der gesammeiten Werlie. 

3) F. Klein hat in seinen Leipziger Vorlesungen die Methoden von 
Staüdt und von Möbius in eigenartiger Weise zur Ableitung der Sätze über 
ICreisverwandtscIiaften verknüpft. 
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1 für reelle, wie für complexe Zahlen gelleiij so gelten auch 
die daraus abgeleiteten Sätze für beide Gebiete. 

Nun knüpfen sicti aber gann analoge Ueberlegungen an die 
SiAUDT'scbe Lehre vom Imaginären. Da seine »Geometrie der 
Lage« im Wesentlichen auf den Operationen des VerMndens und 
Schneidens der geometrischen Elemente — Punkt, Gerade und 
Ebene — beruht, und in den projectiven Beziehungen der aus 
diesen Elementen bestehenden Gebilde gipfelt, so gelingt es ihm 
nach seiner scharfsinnigen Einführung der neuen Elemente — 
imaginärer Punkt, imaginäre Gerade erster und zweiter Art und 
imaginäre Ebene — seine Theorie auch auf die daraus zusammen- 
gesetzten Gebilde zu erweitern, dadurch, dass jene Grundopera- 
tionen des Yerbindens und Schneidens für die neuen Jillemente 
definirt und ihre Haupteigenschaft, die der projectiven Bezieh- 
ungen, daraus hergeleitet werden. 

Beide Male, bei Möbius, wie bei Staubt, haben wir es also 
mit einem gewissen Grundstock von Operationen und von Ge- 
setzen zu thun, aus denen alle übrigen Sätze durch einen ge- 
wissen Algorithmus oder eine Änalysis (in dem schon früher ge- 
brauchten weiteren Sinne des Wortes) gewonnen werden; die 
Uebertragung von irgend einem Gebiet auf ein anderes besteht 
alsdann darin, dass, wenn in beiden diese Grundlagen über- 
einstimmen, auch alles üebrige übereinstimmen muss. 

Und nun sehen wir, dass auch die unter b,) aufgeführten 
Ueber tragungen den eben genannten sehr nahe verwandt sind ; 
denn auch dort ist es eine Operation, nämlich die Beziehung des 
Kegelschnittes (derRegelfläehe) in sich, welche in dem beschränk- 
ten Gebiet mit der allgemeineren Operation der Collineation der 
Ebene (des Raumes) übereinstimmt. 

Die Zahl der Dimensionen kann sich bei den auf gemein- 
samen Grundoperalionen begründeten Uebertragungcn erhöhen ; 
dies zeigt bereits das vorige Beispiel und tritt noch deutlicher 
bei der GRAssMANN'schen Streckenlehre zu Tage. Die Addition 
der Strecken eines Raumes beliebiger Dimension gehorcht näm- 
lich wieder denselben Grundgesetzen, wie die Addition der 
Zahlen ; folglich sind die auf Streckenaddition beruhenden Satze 
— wie z. B. die Schwerpunktsätze — allen Dimensionen gemein. 

Wir fassen das Ergebniss nochmals zusammen: 

Man kommt su Uebertragungen, die nicht die geometrischen 
Gebilde, sondern die Sätse von einem Gebiet der Geometrie auf 
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ein anderes abbilden, wenn beide Gebiete auf gemeinsame Grund- 
gesetse zurückzuführen sind. Wir nennen sie formale Ueber- 
tragungen. 

Wichtige Beispiele hierfür werde ich in einem der folgen- 
den Abschnitte ausführlich behandeln. 

92. Das Gesagte leitet daraufhin, dass man jedes geometri- 
sche Gebiet auf seine Grundlagen, d. h. seine Grandoperationen 
und seine Grundgesetze zurückführen sollte. Es muss ja möglich 
sein — und darauf hat schon Leibniz hingewiesen — die ver- 
schiedenen Gebiete der Wissenschaft überhaupt und der Geo- 
metrie insbesondere durcti rein formale Combinationen zu be- 
handeln, wenn es nur gelingt, alle thatsächlichen Bedingungen, 
die dem Gebiet zu Grunde liegen, in eine geringe Zahl von 
Grundformeln hineinzuzwängen; die weitere Entwickelung 
bleibt dann der aus den Grundformeln entspringenden Analysis 
überlassen. 

Die Brauchbarkeit einer solchen Analysis wird von der 
Anzahl specieller Annahmen abhängen, die zu ihrer Begrün- 
dung nöthig sind, und am grössten sein, wenn es gelingt, sie ganz 
unabhängig von geometrischen Voraussetzungen aus sich heraus 
zu entwickeln, d. h. durch rein logische Schlussfolgerungen aus 
gegebenen Definitionen ; erfüllt sie diese Bedingung, so ist sie 
eine in sich begründete Analysis. Ihre Entwickelung bildet dann 
eine selbständige Theorie, und die geometrischen Grundlagen 
irgend eines damit zu behandelnden Gebietes können nur an 
der Stelle zur Einwirkung kommen, wo es gilt, die Formeln jener 
Analysis in die geometrischen Betrachtungen einzuführen. 

93, Dass es wirklich geometrische Analysen giebt, die dieser 
gesteigerten Anforderung genügen, lässt sich an einem uns 
vertrauten Beispiel zeigen: 

Die Analysis der Verwandtschaften, und insbesondere die 
Analysis der Spiegelungen ist in sich begründet. 

Denn ausgehend von den Definitionen der»Verwandtschafln 
(31, 32.), der »Folge« zweier Verwandtschaften, der »Identitäta, 
derBUmkehrungc emer Verwandtschaft'] der Gleiihheit zweier 

)) Die Forderung die Folge zweer Verwandtschaften bilden zu 
können, ist nur boi solchen Beziehungen erfüllt die m allgemeinei 1 h 
abgesehen von Ausnahmoelementen| eindeutig n 1 Mehrdeutige Beaie 
hungen müssen auf eindeutige zuruckgetubrt werden wie das auth soribt 
gebräuchlich ist, z B in der Function entheone durch Uebeiemandeilo^en 
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Verwandtschaften (33.) konnten wir zwei Grundgesetze ableiten, 
nämlich das Gesetz der Umkehrung der Verwandtschaften (33.) und 
das associative Gesetz (34.). Als Grundgesetze sind diese deshalb 
za bezeichnen, weil zu ihrem Beweis ein Zurückgehen auf die 
Begriffe niithig war, nämlich auf die als existirend angenom- 
menen, sonst aber wiilktirlich gelassenen Systeme und auf die 
zwischen ihnen bestehenden Verwandtschaften. Aus diesen 
beiden Gesetzen sind alle tibrigen Sätze des VI. Abschnittes 
(lieber das Rechnen mit Verwandtschaften), und nach Hinzufügen 
der Definition der »Spiegelung« (invoiutori sehen Verwandt- 
schaft] auch die Sätze des VII. Abschnittes (lieber das Bcch- 
nen mit involutorischen Verwandtschaften) rein formal herge- 
leitet worden. M 



mehrerer Blätter. Man vergleiclio, was 11. J. Grassmakn über die NoUi- 
weDdigkeil sagt, die mehrdeutigen Grossen aus der Mathematik zu ver- 
bannen (»Ausdehnungslehro von 186ä, Nr. 348, Anmerkung), 

i) Die "Grundgesetze« [die übrigens im VI. Abschnitt nicht als solche 
besonders bezeichnet sind) unlerscheiden sich schon rein ausserlich von 
den tibrigen Sätzen dadurch, dass zu ihrem Beweise die Klamraerbezeich- 
nungen — 2')äJ .S', u. s. w. — verwendet werden müssen, während die 
übrigen SUtze aus Verwand Es chafCsgleichungen folgen. 

Man kann die »Umkehrung" einer Verwandtschaft % auch anders wie 
in Nr. 33, nSmlieh rein formal, dcflniren als diejenige Verwandtschaft 3t', 
für welche die Gleichung gilt; 

9im' = 1 ; 
dann lautet das 

Ooaetz der Umkebrnng: Ist von zwei Verwandtschaften Sl, Ä' die zweite 
die Vtiikehrung der ersten, so ist auch die erste die Ümkehrung der zweiten. 
BewsiB. Aus 

%W = 1 
folgt, 

und daran ä : 

da diese Formel iiic jedes in 2"' enthaltene Element gilt, so ergipbt sie die 
Gleichung : 

r9I= I , w. z, b. w. 

Dass es zu jeder Verwandtschaft eine ünikohning giebt, ist eine .In- 
nähme, die das Gebiet der Betrachtung einschränkt. 

Im 35. Satae ist nnnöthiger Weise auf die Klammerbezeichnungen 
zurückgegangen. Setzt man nämlich : 

3t..SB = 3, a..© = g^ is..g = e, ©..§ = »!, 
so folgen aus der dort gemachlen Voraussetzung ; 
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94. Die Frage von der wir ausgiengen, ob es eine Ueber- 
tragung giebt, welche die y erschieden artigen an die Spitze ge- 
stellten geometrischen Gebiete [87.) mit einander verbindet, ist 
jetzt dabin abzuändern, ob es eine Analysis giebt, die gleich- 
massig auf alle jene Gebiete angewandt werden kann. Die Ant- 
wort liegt in dem 

Satz, Die folgenden Verwandtschaften, nämlich: 
i) Die ProjectivÜäl in der Geraden, 

2) die Kreisverwandtschaft in der Ebene (feesMi. auf der Kugel), 

3) die ebene (räumliche) Collineation, die eine Curve (Fläche) 
zweiter Ordnung in sich {^erführt, 

i) die Bewegungen starrer räumlicher Systeme, und ebenso 

auch die Verwandtschaft symmetrisch-gleicher räumlicher 

Systeme, 

lassen sich sämmtlich als Folgen zweier Spiegelungen darstellen^). 

Der Beweis von 1) und 4) möge unten folgen, der von 2) 

und 3) ist bei der Behandlung der einzelnen Gebiete, die ich mir 



Si..SS = e..5 und E. .© = ©..§ 
die Gleichungen : 

3 = 2 und S = Sm ; 

Ersetzt man nun in dor selbslverständlichen Gleichung : 

die rechls stehenden Verwand tschaften durch die ihnen gleiche, so wird 
3fi = S3K, 

1) Dies soll natürlich nicht eine Zusammenstellung der überhaupt 
möglichen Fälle, sondern nur der in Nr, 87. angeführten Beispiele sein. 

Bei Untersuchungen, die ich während des Druckes der vorliegenden 
Arbeit anstellte, hat sich ergeben , dass sich nicht nur jede (ebene und 
räumliche) CoUineation als Folge zweier Spiegelungen darstellen lässt (was 
bekannt ist) — wenn man nämlich die Polarsysteme als (reciproke) Spiege- 
lungen auffasst, (vgl. Staudt »Geom, d. Lage« 813.) — sondern auch jede 
Reciprocität (in der Ebene und im Raum), nämlich als Folge einer col- 
liaearen uod einer reclproken Spiegelung. 

Ich hielte es für eine dankbare Aufgabe unter den CHEBONA'schen Ver- 
wandtschaften diejenigen zu bestimmeii, die Spiegelungen [involu torisch) 
sind, und zu untersuchen, in welcher Weise sich eine beliebige Cremona'- 
sche Verwandtschaft als Folge von GREMOHA'schen Spiegelungen ausdrücken 
IHsst, Dass diese Zerlegung ia eine endliche Anzahl von quadratischen 
(Crehona' sehen) Spiegelungen stets möglich ist, folgt aus bekannten Sätzen. 
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fttr eine andre Gelegenheit vorbehalte, zu erbringen. Um ihn 
in jedem Falle zu führen, kann es immerhin angebracht sein 
auch die früheren lieber tragungen, wie die stereographische 
Projektion , auszunntzen. In diesen Beweisen kommen die 
Eigentbümlichkeiten der einzelnen Gebiete zum Ausdruck. 

Der innere Zusemmenhang der allen Gebieten gemein- 
samen Sätze ergiebt sich dann aus der auf alle anwendbaren 
Analysis der Verwandtschaften, die sieh aus zwei Spiegelungen 
zusammensetzen lassen. Diese Analysis zu entwickeln ist die 
Aufgabe des nächsten Kapitels. 

Vorher geben wir die Beweise für den Satz 1) und i), 

a) Satz. Jede Projectivüät lässt sich als Folge zweier Involu- 
tionen darstellen^). 

Man suche in der gegebenen Projectivität $ zu irgend einem 
Punkt« A^, der sich aiclit selbst entspricht, den rückwärts und den 
vorwärts entspreche «den Punkt Ä„ und A^ , d. b. 

wo na(h '\ oiau'fselzimg A, nicht mit i^, und 4^ identisch ist Nun i-t 
eine Imolution 1^ dadoith bestimmt, rta'-s man in ihr 4^ 4, ah eui 
Paar zugeordneter Punkte und ^, ab einen Doppelpunkt annimmt, 
und es ist 

A^A, {I,}A^A^ {^}A^A^ , 
also 

A^A,{!,^}A^A^ . 

i, 5ß = /j ist eine Projectivität, in der sich ein Punktepaar wechsel- 
weise entspricht, d. h. ^) eine Involution, und es wird : 



Ist $ eine Involution, so fUll i, mil A^ zusammen, der Beweis 
bleibt derselbe 

b) Satz. Em räumliches System laist steh m jedes thm gleiche 
System durch die Folge zveier Spiegelungen uberfuhen und zwar 
durch Spiegelung an stvei Geraden wenn die Systeme kongruent 
smd, durch Spiegelung an einer hbene und an einer Geraden wenn 
sie symmetrisch sind 

In der Verw mdtöchift 'Bewe^unt, oder btulpunß) 31 welclie 

1) In Nr 84 « istfui d Lese 11 b Iz Lin and rer BewLis f-^ct en \ r 
aber die kenntniss dei Doppelpunktsinvolutinn vorauaKetzt 
21 Agi 8t a 
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das eine System 2 in das andere [kongruente oder sym metrische) 
S" überführt, mögen einem Punkte A, nach rückwärts und vorwärts 
die Punkte A^ und A^ entäprcchen, so dass also gilt: 

A^A^ {91} J,Jj . 
Dabei hat die Strecke A^^A^ dieselbe Länge wie A,A^, d. h. A^A^A, 
ist im allgemeinen ein gleichschenlieliges Dreieck (im besonderen 
können auch beide Geraden nach derselben oder nach verschiedenen 
Seilen hin zusammenfallen). Es giebt daher stets eine Gerade s und 
eine Ebene S (im besonderen sogar unendlich viele) , an denen jene 
drei Punkte in A^, A^ , A^ gespiegelt werden, so dass also wird : 

A„A^[s}A^A^ und A^A, {S} A^Ä^ . 
Daraus folgt aber: 

A^A^{s]A^A^{'a]A^A^ und A^A,{S}A^A^ {St}-*, -i» 
oder: 

A^A^[s'Ü] A,A^ und A^A, [S^] A^A^ . 
Da die Folge zweier Bewegungen wie auch zweier Stülpungen 
eine Bewegung ist, so ist sowohl «91 = t , wie auch S9l = (' eine 
Bewegung, die zwei Punkte mit einander vertauscht, also (15.] eine 
Umwendung (Spiegelung an einer Geraden) und es wird: 

ai = s( und 9t = S(' w. z. b. w, 1) 

SI. TJebep Verwandtschaften, die sich als Folgen zweier 
Spiegelungen darsteilen lassen. 

9b. Es sei eine Verwandtschaft 2t als Folge zweier Spiegelun- 
gen gegeben: 

% = rs , 

dann können wir sagen, Sl sei in die Spiegelungen r und s 
zerlegt. 

Die eine der Spiegelungen [r) nimmt die erste, die andere 
{s] die zweite Stelle ein. Suchen wir aber diejenige Verwandt- 
schaft s', welche durch r in s tlbergeftthrt wird, und ebenso die 

1) Diesen Beweis, der weit einfacher ist, als die in Nr. 17. und 19. 
gegebenen Beweise desselben Satzes , habe ich auf der Naturforscherver- 
sammlung in Bi-emen (1890) mitgelhellt. Er stimmt mit dem Beweise des 
vorigen Satzes Schritt für Schritt überein, und ist bei Zerlegung einer Ver- 
wandtschaft in zwei Spiegelungen typisch ; so kommt sein Grundgedanke 
auch beim Beweise des Salzes zur Geltung, dass jede (ebene oder raum- 
liche) Reciprocit&t sich in zwei Spiegoiungon zerlegen lassl. 
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Verwandtschaft r', in welche r durch s übergeföhrt wird, so 
erhalten wir die Gleichungen (36.): 

!,'}■ = rs und rs^sr' , 
wo 1'' und s' eindeutig als Spiegelungen (46.) bestimmt sind aus: 

s' r=rsr , srs ^r ; 
die ersten Gleichungen ergeben den 

Satz. Sieht bei einer Zerlegung einer Verwandtschaft in zwei 
Spiegelungen eine Spiegelung an erster (oder zweiter) Stelle der 
Zerlegung, so giebt es eine andere Zerlegung der Verwandtschaft, 
bei der die Spiegelung an der zweiten (ersten) Stelle steht, 

96. Eiblarimir. Eine Verwandtschaß heisst zweispiegelig, 
wenn sie sich in zwei Spiegelungen zerlegen lässt, ohne selbst 
eine Spiegelung zu sein. 

Die Spiegelung heisst dem entsprechend eine einspiegelige, 
die Identität eine nullspiegelige Verwandtschaft. 

31 ist also zweispiegelig, wenn 

Satz. Ist 3t zweispiegelig, so kann bei der Zerlegung rs ^ sr' 
die Spiegelung r' nicht mit r identisch sein. 
Denn wäre r = r', so wäre 



(rs)* = 1 =3t', 
was gegen die Voraussetzung ist. 

97. Ist St eine von der Identität verschiedene Verwandt- 
schaft, die sich in zwei Spiegelungen r und s zerlegen lässt, d. h. : 

^ = rs , )'4=s, 
so folgt daraus : 

3ts = r, r^^s, 
und hieraus: 

(9ts)' = 1, ns=^i, (ra)^=1, r9l=i=1, 
d. h. (wegen )•"' =: r , s~' = s nach 44.); 

Satz. Lässt sich eine Verwandtschaft in zwei Spiegelungen 
zerlegen, so ist sie zu jeder dieser Spiegelungen harmonisch. 

Beispiele. So ist zu einer Schiebung die Spiegelung an jedem 
Punkt dos Itaumes [nach 49 a, Umkehrung) und die Umwendung um 
jede zur Schiebrichtung senkrechte Gerade (nach 8 , Umkehrung) 
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harmonisch ; feroer zu einer Schraubung die Umwendung um jede 
die Schraubenachse senkrecht treffende Gerade (10, Umkehrung), 
endlich zu eines Projektimtät jede Involution, die zu der zur Pro- 
jektivität gehörigen Involution harmonisch ist (89, g,). 

98. Dieser Salz ISsst sich umkehren. Denn nehmen wir 
an, 91 sei eine beliebige Verwandtschaft, zu der irgend welche 
harmonische Spiegelungen t ■ • ■ vorhanden seien. Dann be- 
kommen wir 

also: 

wo u eine Spiegelung ist, und 

aC = u(. D.h.: 

Satz. Jede Verwandtschaft, zu der es harmonische Spiegelun- 
gen giebt, tässt sich in zwei Spiegelungen zerlegen, von denen die 
eine (die erste oder die zweite) unter diesen harmonischen Spiege- 
lungen beliebig herausgegriffen werden kann, wodurch die andere 
eindeutig bestimmt ist. 

Aus dem Satz in 96. folgt, dass jede zweispiegelige Ver- 
wandtschaft sich auf mehr als eine Art in zwei Spiegelungen 
zerlegen ISsst. 

Znsatz. Ist von einer Verwandtschaft die Bede, die zu einer 
Spiegelung harmonisch sei, so ist dadurch schon von selbst aus- 
gedrückt, dass die Verwandtschaft sich in zwei Spiegelungen zer- 
legen lasse. 

99. Die Gleichung 

kann auch geschrieben werden 

%t = m-' , 

d. h. (nach 36.): 

Satz. Jede zu einer Verwandtschaft harmonische Spiegelung 
fahrt die Verwandtschaft in ihre Umkehrung über. 

Da aber auch rückwärts die erste Gleichung aus der zweiten 
folgt, so gilt die 

Vmkehmng. Jede Spiegelung, die eine mit ihr nicht identische 
Verwandtschaft in ihre Umkehrung überführt, ist zur Vervmndt- 
schaft harmonisch. 



Hosted by 



Google 



Vehwandtschaftew als Folgen zweier Spiegelungen. 663 

100. Durch wiederholte Anwendung des Satzes 95. erhält 
man: 

a( = rs = sr' = r'r" = r"r"- = ■ - ■ = j^«-'),-^ , 
Sr-' = sr = rs' = s's" = s"s"- = ■ . ■ = s(^-')sW , 
wobei im Allgemeinen die Reihe ?■, r' ■ - rW , s,s' ■ ■ s("^ lauter 
verschiedene (durch r und s völlig bestimmte) Spiegelungen 
enthalten wird, aber nicht enthalten muss. Bilden wir nun 
(unter Anwendung der Sätze 34, und 41.]: 

318= [g,.'j jj.',.") (,."/") =sr" , 

ä" = (sr'} • ■ (j'("-Or(")) = sK") , 
9l~* = (r«') (*'s") = rs" , 
9(-' = i»-s') is's") {s''s"') =r rs'" , 

i""^{rs-] •-(,s("-"s(«)]^riW , 

so folgt daraus (nach 97.}, dass s harmonisch zu 9t', 31*, ■ ■ St", 
und r harmonisch zu 3l~^, 3t~^ ■ ■ 9t~" wird. Da aber r und .5 
beliebige zu 21 harmonische Spiegelungen sind, so erhält man den 
Satz. Ist eine Spiegelung SU einer Verwandtschaft harmonisch, 
so ist sie es auch su der n-maligen Wiederholung, sowohl der Ver- 
wandtsckaft-, wie auch ihrer Umkehrung. 

101. Der Satz in 98, lässt noch eine Umformung zu, die 
eine der wichtigsten Gleichungen der Theorie ergiebt. Aus : 



folgt: 
oder: 

und umgekehrt folgen aus diesen Gleichungen wieder die vorigen, 

Satz. Jede Spiegelung t, die su einer in zwei Spiegelungen 
r und s zerlegbaren Verwandtschaft rs harmonisch ist, genügt der 
Gleichung 

[rsty = 1 . 

Umkehrnng. Gilt zwischen drei Spiegelungeti r, s, t diese 
Gleichung, ohne dass rst=\ ist, d.h. ohne dass die drei Spiege- 

Math.-phjs. Classe 1S9i. kh 
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lungen unter einander veriauschbar sind, so sind alle drei ä!* einer 
einsigen Verwandtschaft harmonisch. 

Sie sind dann nicht nur zur Verwandtschaft rs, sondern 
ebensogut zu st und zu tu harmonisch. Denn durch cyklische 
Vertauschung (35. Zusate III) erhält man: 

1 ^rstrst^ strstr^trstrs , 
oder: 

[rst]^ = \ , {slry = 'l , {(Y-i}* = 1 , 

und ebenso gelten di ese Formeln vonhmten nach vorngeschneben 
Anmerkung. Die Bedingung, dass die dret Sptegelung/'n 
r, s, t SU einer einsigen Veiwandtschaft harmonisch smd, genügt 
nicht, um daraus die Gleichung [i st}* ^ 1 abauleüen 

Um dies zu zeigen, und um die Bedeutuus; dei Gleichung 
in's Licht zu setzen, Mgen v.u hier tin Beispiel ein 

102. Beispiel. Wir wullea unlersuchciij welclii, gconieliischen 
Beziehungen zwischen dri,i d radin r s ( bL^ehen, wenn zwischen 
den Umwendungen {r}, {»} {f} um die drei Geraden die Bedm- 



{«!)■ = (, {,«) + l- 

a) Sind alle drei Geraden r, s, t unter einander parallel, so ist 
die Bewegung (rs) eine Schiebung, deren Richtung mit derjenigen 
des Abstandes der beiden Geraden r und s übercinsiimml (8.). liar- 
monisch dazu sind die Umwendungen um solche Geraden , die zur 
Schiebungsrichtung senkrecht sind , eine Bedingung, die / unter der 
Annahme a) stets erfüllt. 

h) Nehmen wir an, dass nicht aife drei Geraden parallel seien, 
also z. B. r nicht parallel zu s (wShrcnd ( einer dieser parallel sein 
kann), so gibt es eine einzige Gerade , welche die beiden Geraden 
r und t senkrecht tritfl, nämüch die Axe der Bewegung [rs]\ eine 
Bewejjung mit Axe ist eine Schrmtbung mit den Sonderrallen der HaJh- 
umschraubung (vergleiche 1 0. am Schluss), der Drehung (9.) und der 
Umwendung (9. Zusatz n.j im Gegensatz zur Schiebung. 

Soll nun die Umwendung um (, wie es die obigen Bedingungen 
fordern, harmonisch zur Bewegung {rs} sein, so muss ( die Axe der 
Bewegung senkrecht treffen (vgl. 9. Umkehrung und I O.ümkehruog), 
d.h. die Geraden r, sund ( treuen eine und dieselbe Gerade senkrecht. 

Ebenso folgen umgekehrt aus dieser Lage der drei nicht zu einer 
einzigen Geraden parallelen Geraden die obigen Bedingungen. 

Satz. Genügen die Umwendungen um drei Gerade r, s, t den 
Bedingungen {rs(}^ ^ 1 , {»"*') 4^ 1 , so dnd 
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a} die drei Geraden untereinander parallel, oder 

b) die drei Geraden werden von einer einzigen weiteren Geraden 
senkrecht getroffen. 

Umgekehrt: Haben die drei Geraden eine dieser Lagen, so ge- 
nügen die Umwendungen «m sie jenen Bedingungen. 

Nimmt man nun drei zu einer Schiebung harmonisclie Umwen- 
dungen an, deren Axeo r, s, t also zur Schiebungsrichtung sentreciil 
Sind, doch so, dass sie weder der Bedingung a) noch der Bedingung b) 
8 enügen (aJsoz. B, so, dass ihre in der Richtung der Schiebung er- 
folgende Pmjection auf eine dazu senkrechte Ebene ein Dreieck bil- 
den) so hat man drei zu einer Bewegung harmonische Spiegelungen, 
für die {nach dem Salz) die Gleichungen nicht gellen. 

1 03. Sind stoet Zerlegungen derselben Verwandtschaft ge- 

Sübcu : 



at = 



-i folgt da[ 



(nitch 35. Zusatz 111.'; daraus: 



daher: 



9(SÖ= [TS] [nt] =rl 
id%={ru)(ul) = yt. 



Satz. Sind zwei Zerlegungen einer Vermandlsckafl in zwei 
Spiegelungen gegeben, rs = ut, so folgen daraus auch zwei Zer- 
legungen einer neuen, mit der gegebenen vertauschbaren Verwandt- 
schaft ru^=st. 

Beispiel. Die einfuchste Anwendung findet dieser Satz bei der 
Spiegelung an Punkten, wo er nur ein andrer Ausdruck eines Paral- 
ielogrammsatzes ist, nämlich des Satzes, dass wenn zwei Strecken 
einander gleich sind, es auch diejenigen Slreckcn sind, die vom An- 
fangs- und vom Endpunkte der einen nach dem Anfangs- und nach 
dem Endpunkte der anderen gehen; oder in Zeichen : 



Ist 



ÄS = 



Aus der erslen die 
zwischen den S|)iegciuL 



so ist auch 

r Gleichungen folgt n 
;n an jenen Punkten ; 

{JtS) = {}]T] ="& 



RU = 



ST . 



imiich die Gleichung 
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(nach 49, Zusatz). Daraus aber folgt (nach 103.): 

{RU] = {ST} = 33 , 

was die zweite felrocken^leichun^ zur Folge hat. 

Die \eiwandlschillen St und S8 sind vertausch bare Bewegungen 
nämlich Schiebuogen um die btrecken: 

9ÄS bezw. S«l/ (nach 49, Sali^,). 

104. Der vorige Salz lässt noch eine Umforniung und zu- 
gleich eine Erweiterung zu. Er handelte von zwei vertausch- 
baren Bewegungen 91 := rs , S ^ s i, zu denen es eine gemein- 
same harmouische Spiegelung s giebt. 

Wir fragen allgemein, wann sind zwei solche Verwandt- 
schaften vertuuschbar, wann ist also: 

3lS=SÖ2t 
d. h. : 

(,•.) {si) = (./) (r.) . 

Aus der letzten Gleichung folgt 

rl = slr.s , 
oder, indem man beiderseits vorn r, hinten l zufügt: 
■I :^rstrst^ {^■Ä^}^ 

Gilt umgekehrt diese Gleichung, so folgert man daraus die 
Vertauschbarkeit, indem man die vorige Schlussreihc von unten 
nach oben liest. 

Wir haben also den 

Satz. Zwei su einer einzigen Spiegelung s harmonische Ver^ 
wanätsckaßen 9[^=j's, 33 = Äi sind dann und nur dann ver~ 
lauschbar, wenn [rsty ;= 1 ist. 

Die Erweiterung gegenüber Nr. K 03 liegt darin , dass dort 
TSl^ II, also rst =^ 1 gesetzt wurde, während der Satz auch 
für rst^= i gilt, was wir schon aus 48. wissen, da dann 

U^rs^t, 58 = ii = 7-, 

d. h. St und © zwei vertauschbare Spiegelungen werden. 

Um die Brauchbarkeit dieses Satzes zu zeigen, erledigen 
wir mit seiner Hilfe eine in der Theorie der Bewegungen wichtige 
Aufgabe. 
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Beispisl. 

1 05. Aufgabe. Es sind die Fälle aufzuführen, unter denen zwei 
Bewegungen vurtausckbar sind. 

Da je zwei Bewegungen 9t und 39 eine gemeinsame harmonische 
Umwendung haben (vgl, 1 1 .), so lassen sie sich stets auf die Form 
9t ^ {rs}, S8^ {s(} bringen. Der vorige Satz geht dabei über in den 

Satz, Zwei beliebige Bewegwigen 9( = {)-s), S8 = (st} sind 
dann und nur dann vertauschbar, wenn die Gleichung gilt 

{„.)• = 1. 

Wir haben also nur die Falle zu unterscheiden, unter denen 
diese Gleichung gilt. 

Ä) Ist schon {rsl} =; 1 , so ist 

d. b. 2t und 33 sind zwei verlausclibare Umuicndungen, deren ümwend- 
axen, t und s, sich senkrecht treffen (90, b'). 

Sind umgekebrt zwei Umwendungen gegeben, deren Axen sich 
senkrechtlreffea.sosind sie Verla uscbbare Bewegungen (9. Zus. U.U. i7.) 

ß) Es sei [rst] :^ \ . Dann ist die Gleichung {rsi}* = I von 
selbst erfüllt, wenn zwei der drei Geraden einander gleich sind, 
z. B. s = t. Denn dann ist {»-ss}' = {r}* = 1 . Dabei ist 2t = rs 
eine beliebige Bewegung, 3J = si = s* = 1 die Identität. 

Sind aber r, s, ( verschiedene Geraden, so haben wir (nach 
10S.) die beiden Fälle zu unterscheiden: 

a) r, .; und t seien drei zu einander parallele Geraden. Dann 
sind 2( = [rs) und 35 ^ {*'} Schiebungen. 

Sind umgekehrt zwei behebige Schiebungen gegeben, so ist s 
irgend eine von den Geraden, die auf den beiden Schi ebungs rieh- 
lungen senkrecht stehen, während die aus 91 ^ {rs} und S=:{ä(} 
zu bestimmenden Geraden r und t zu s parallel sind [nach 9, Zu- 
satz,) Daher gilt die Gleichung und die beiden Schiebungen sind 
vertauschbar, 

b) Werden die drei Geraden V, s, ( von einer einzigen weiteren 
senkrecht geschnitten, ohne dass alle drei zu einander parallel sind, 
so sind noch zwei Unterfälle möglich : 

a] Es seien nur zwei von den drei Geraden zu einander parallel, 
z. B. s und t; dann ist %=:rs [da r nicht parallel zu s ist) eine Be- 
wegung mit Axe, und zwar ist die Äxe diejenige Gerade, die r und s 
und nach der Annahme auch ( senkrecht trifft; S8 = si ist dann 
eine Schiebung in der Eichlung dieser Axe, da diese r und s senk- 
recht triift. 

Sind umgekehrt irgend zwei Bewegungen gegeben, von denen 
die eine eine Axe besitzt, die andere eine Schiebung in der Richtung 
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dieser Axe ist, so ist die Urawendung um irgend eiae dieAxe senk- 
recht treirende Gerade s zw beideu Bewegungen harmonisch, und es 
Irifft dann nicht nur r, sondern auth / die Äxe senlirccht, daher 
sind die Bewegungen verlauschbar. 

(l) Sind lieine zwei der Geraden r, s, f parallel, so ist 91 :^ rs und 
S8 ^ s ( je eine Bewegung mit Ase, da aber ein und dieselbe Gerade 
r und s sowie * uod ( senkrecht Hilft, so isl die Axe beider identisch. 
Sind umgekehrt zwei Bewegungen mit gemeinsamer Axe gegeben, 
so treuen die Geraden r, s und ( diese Axe senkrechi, woraus die 
Gleichung und somit die Verlauschbarkeit folgt. 
Die »Aufgabe«; findet daher folgende 

LÖtmng. Zwei Bewegungen sind in den folgenden fällen und 
nur in diesen vertmiackbar : 

\) Wenn die eine von ihnen die Identität ist (vgl. B.); 

8) wenn beide Umwendungen sind, deren Axen sich senkrecht 

treffen (A.) ; 
3] wenn beide Schiebungen sind (B, a); 
4) wenn die eine eine Bewegung mit Axe, die andere eine Schiebung 

in der Iticlititng der Axe ist (B, bj a) ; 
S] wenn beide Bewegungen zusammenfallende Äxen haben (ß, b, (i). 
Dieses Grgebntss ist die Folge der Zei^lJederung einer einzigen 
Gleichung. Die ümständhchkeit der bisherigen Methoden gegenüber 
solchen Aufgaben mag die Schuld tragen , dass (soweit mir bekauntj 
die voUsUindigc Losung dieser Aufgabe in den bisherigen Darstellun- 
gen fehlt 1) . 



4) In der Lileralur ist in betreff der Vertan schbarkeit der Bowe- 
gungen dadurch einige Verwirrung oingelrolen, dass nictU immer angc- 
i^eben isl, ob sich die Vcrlaucbbarkeit auf Bewegungen beziebt, welche 
um Schraubenasen auBgeführt werden, die im Räume fest liegen, oder die 
durch die Bewegung milgenommen werden. So spricht Chelini (»Dei moti 
geometrici e loro leggi nello spostamento di una figora di forma invari- 
abile», Abh. der Afc. von Bologna II Serie I, 1863, vgl. Nr. 11, Si^ den Satz 
aus, dass eine Drehung mit einer Schiebung vertauschbar sei , deren Rich- 
tung lüt Drehaxe senkrechi ist. Dabei seUt ei' stillschweigend voraus, 
(wie sich aus der Beweisführung einlebt), dass die Drehaxe durch die Be- 
wegung mitgenommen werde. Dagegen hat z. B. Bddde unter Verallge- 
meinerung auf beliebige Schiebungen diese Voraussetzung gehörig betont 
(u Allgemeine Mechanik der Punkte und starren Systeme« Band II, Berlin 
1 891 , S. B38). Abermnn könnte durch Hervorheben dieses immer nochspeci- 
ellen Satzes meinen , dass er nicht allgemein gelte, w.is doch der Fall Ist, 
und was gerade so einfach, wie der Sonderfall bewiesen wird. Sind näm- 
lich 9t und iS zwei beliebige Bewegungen, so bestimmt die Gleichung 
aS = Sa' eine Bewegung W; es ist dies diejenige in welche 31 durch 33 
übergeführt wird (vgl. diese Reihe Mr. 36); W bat nun denselben Schrauben- 
winkel und dieselbe Schrauhenbühe , wie 31, und diejenige Gorade als 
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106. Schon die bisher gegebenen Anwendungen zeigen, 
dass die Gleichung bei aller Einfachheit eine grosse Wichtig- 
keit hat. 

Es sei mir gestaltet, sie noch auf die Theorie der l'rojcctivi- 
täten anzuwenden, da sich hierbei aus ihr eine neue und funda- 
mentale Eigenschaft der projectiven Beziehungen ergiebt. 

Elnschnb II. 

;i) Satz. Sind /,, 7^, /j drei Involutionen eines Bünnhels. so ist '' 
[lil^I^Y = 1 , /,/j/j ^ 1 . 

Ist niiruHch J die zu allen dreien hnrnioni^Dho Involution^] 
[vgl. 89, c), soist{7j/j} eine ProjecliviUit, deren zugeiiörige (Doppcl- 
pimkts-) Involution J ist. Es kann daher I^I^ als Folge zweier Involu- 
tionen dargestellt werden, von denen mau (89. (} als die eine irgend 
eine zu / harmonische Involution, z. B. /j wählen kann, wodurch 
dann die zweite — sie Iieisse /,' — völlig bestimmt ist; dann ist: 
/j/, = /,/,' , 

Sobraubenaxe, in welche die Schranbenaiio von 3 durch fS übergeEührt 
wird. Da die Schraubenaxe von ^ bei der Bewegung^ in sicli verschoben 
wird, so sagt die Gleichung älS = ^W folgendes aus: 

8ati. Eine beliebige Bewegung S ist mit einer beliebigen andern 8 
vertaaschbar, falls die Scftrauben^xe von 8 in dem bewegten rämrüich^n 
System festgelegt ist, die von fä aber im festen Sy em 

1) Dieser Satz bann, auf den Kegel scbn tC b ag n at e A 
druck des PASCAL'scben Salzes angesehen w d n D n I nn mu^s n 
die drei Ccntra C, , Cj, Cj der lovolutionen //7af n bacin 
hegen iiäinlL:,h auf der Involutionsaxe der zu II I b n d I 

Involution J Wird nun ein Punkt A, des Ke^ I hn It d h dl I 
lution /, in Ai dieser durch /j in A^ übcrgefüL tu f e I alt ma 

die Reihe 

wo in lolgo dftr Gleichung {/, 1^1^)' = ( der Punkt ^ n t ^ 
fallt Da z"^el Punkle, die einander in einer Involution entspreclien , mit 
dem Involutionscentrum in einer Geraden liegen , so trelffin sich die Gr- 
raden ^ A, und A^ J, in C„ A, A^ und A^ J, in C^ A^ A^ und A^ A^ in C^; 
dies ist abir gerade die PAsCAL'sche Configuration, da C,, t^, C^ in einer 
Geraden liegen. 

i) Dieser Satz gilt auch für den Sonderfall des Büschels, in dem die 
drei Involutionen einen gemeinsamen Doppelpunkt besitzen ; wir brauchen 
ihn hier um so weniger zu berücksichtigen, als wir ohnehin in einem fol- 
genden Abschnitt auf ihn zurückkommen. 

Uebrigens wird man bei einer systematischen Behandlung der Pro- 
jectiviiaten gut thun , um nicht den Sonderfall immer getrennt bchajideln 
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oder: l^I^|^ = I^^ 

oder: {I^[^l^]'^=i \ , I^I^l^ ^z ) , 

b) Satz. Sind A und Ä', B und B', C und C drei Paare einer 
hwolution, so 



tA B € y 

[A'B'Cf '' 



\ A' B' C i 

Uenn sind die drei PuDklcpaarc in InvolutiOQ, so sind sie die 
Doppelpunkte dreier zu eiiieni ßüscliel gehörigen Involulioaen, 
/,, /j, I^, daher ist (a) 

{/,/,/,r = t ■ 
Da aber die Spiegelung an einem Punktepaar A, A' gleichhedeutBod 
ist mit der Constnietion zugeordneter Punkte in der Involution , die 
A, A' zu Doppelpunkten hatj so ist 

'H'A. '--a -'-{D^ 

wodurch die gefuadene Glciclmiig in die gesuchte übergeht, 

c) Batz. Sinti von einer Involution uwei Punktepaare yegeben, 
so kann man zu jedem beliebig weiter gegebenen Punkt den in der In- 
volution sugeordneten Ptmict durch eine endliche Anzahl von Con- 
slrticlionen harmonischer Punkte aus den gegebenen Punkten jinden. 
In der Involution ^flC7\.'l'ß'C seien die Punkte .4, ß, 6', J', Ä' 



, C gesucht. 
Nach b) ist 



i A B C A 1 

Xa'b'ca'i 



beachtet man, dass wie aueh der (nicht in C fallende) Punkt C liegen 
mag, Cdurcli Spiegelung am Punktepaar C, C stets in sich übergeht, 
so erhält man wegen (III.) und (II.): 

oder wegen (I.) : 

zu müssen, den Büschel von Involutionen geradezu durch die Formeln 
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d !i (5, und (,j liefen zu C und (/ harmonisch. 
Mai» erh ilt ilso die folgende 

ConstractlOll tm m emer durch die Paare A, A' und It, B' ge- 
gebenen Involution zu anem beliebigen Punkte C den zugeordneten Pftnkt 
zu ßnden suche man 

lon t den i kaimon t, -u \A'\ von C^ den i. harmon. C^^zuBB', 
B C » „ <■» » BB'; n f^i n ., n t'n ,, AÄ, 

n f . > <^ -^ <-^A^ > 

i i'( r' rfec gtiuchte Punkt 

d] Aufgabe In emei durch ein Paar entsprechender Punkte, 
A A, und dwihdie xugehouge (Doppelpunkts- JlnvoiutionJ gagebenen 
Pro3ectwitat Iß tst zu etnem beliebigen weiter gegebenen Punkt B der 
entsprechende Punkt zu luehcn 

Losnng Man luche 

I j in der irgendwie durch zwei Punktepaare gegebenen Involulion 
J die zu den Punkten A^ B zugeordneten Funkle A^', B'\ 

2) in der durch das Punktepaar J,, Bund das Punktepaar ^,',ß' 
bestiniiuleD Involution / den zaA zugeordneten Punkt B^, so ist dies 
der gesuchte Punkt. 

Beweis. Die Murmel 

A^B[]}A,'B' 

sagt aus, dass J das Pimktepaar A^B in das Punktepaar ^,', B' über- 
führt, daher ist die durch diese Punktepaare vermöge 

A^A^' {l]BB' 

bestimmte Involution / zu / harmonisch und (89, b.) führt daher 
jedes Paar entsprechender Punkte der Projectivität 5ß in ein solches 
Paar von Sp~' über (83, h.). Es ist also wegen 

AA^ {/}ß,S 

/(,, B ein Paar entsprechender Punkte von 5(J~' also fi, B^ ein solches 
Paar von *ß, w. z. b. w. 

e) Angabe. In einer durch drei Paare entsprechender Punkte 
A, B, C und A„ B^, C^ gegebenen Projectivität ist die zugehörige 
(Doppelpunkts-Jlnvolution J zu suchen. 

Stell zu der gegebenen Projectivität kann man die Involution J 
auch zu einer beliebigen anderen ProjectivilUl ableiten, weiche die 
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Folge von zwei zu / harmonischen Involutionen ist (89, f.). Soleher 
Involutionen hat man aber drei (89, h.) ; 

BC{T^]C,B^, CA{j^}A^C,, AB{QB^A^. ') 
Man erhaH nun zu einem beliebigen Pnnklc D den zugeordneten Punkt 
D' in /als 4. harmonischen von ü zu den beiden Punkten, die dem 



Punkte D 7.. B. \ 


in^., 


, = /,/, rückwärts 


und vorwärts entsprechen 


(89, e.). 








Ist also: 












0{A)^. Wo,. 


, und : 






^W.W".. 


, und demnach: 






fl^,o{/, ;,}z>Oj, 


, 



so ist der 4. harmonische i>' von D zum Paare J3j,, /),, der gesuchte 
Punkt. 

f) Satz. Sind von einer Projecttvität drei Paare entsprechender 
Punkte gegeben, so kann man zu jedem beliebigen weiter gegebenen 
Punkte den entsprechenden durch eine endliche Ansaht von Con- 
slructionen harmonischer Punkte aus den gegebenen Punkten finden. 

Man suche 

1 ) zu zwei beliebigen Punkten die in der zugehörigen Involution 
/ zugeordneten Punkte (nach e) und 

8) in der jetzt durch ein Paar enl.sprech ender Punkte A, A' und 
die zugeordnete Involution ^bestimmten Projectivitat den entsprechen- 
den zum gegebenen Punkt, (nach d). 

Zur Lösung von e) und t) ist aher nur die eine Aufgabe — in 
einer durch ein Punklepaar gegebenen Involution den zu einem 
Punkte zugeordneten Punkt zu suchen — - benulit. Und da diese 
sich (nach c) auf die Constructionen harmonischer Punkte zurück- 
führen lüsst, so gilt dies in gleicher Weise für die allgemeine Aufgabe. 

Dieser Satz ist für die projektive Geometrie der Geraden des- 
halb von grosser Bedeutung, weil durch ihn gezeigt wird, dass eine 
einzige Construktion , die harmonischer Punkte, ausreicht, um alle 
linearen Construktionen auf der Geraden ausführen zu können, 

1) Audi hier haben wir es bei der üebertragung auf den Kegel' 
schnitt mit einem allgemein bekannten, von Steineh angegebenen, Vor- 
fahren zu thun. Denn die drei Schnittpunkte der Geraden BC, und CB,, 
CAi und A C,, Ä B, und BA, liegen dann in einer Geraden (der Doppel- 
punktsgeraden der Projektivilät auf dem Kegelschnitt). Diese drei Punkte 
sind aber die Involutionscentra von /, , Jj und /j, die Gerade iiiit der sie 
liegen, die Involulionsase der zu ihnen harmonischen Involution J, für die 
oben eine Construktion angegeben ist, die auch dann noch gilt, wenn die 
Punklreihc nicht auf dem Kegclsclmitt, sondern in der Geraden hegt. 
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wahrend man sich bisher auf drei Constmk.lionen (von denen aller- 
dings jede spiler genannte jede frühere in sich schliessl) stützen 
mus<ite •] namlicU auf die Construktion harmonischer Funkle zu zwei 
gegebenen und auf die Construklionen eines beliebigen Paares ent- 
sprechendt r Punkte in einer durch zwei Punktepaaro gegebenen In- 
volution und in einer durch drei Punklepaare gegebenen Projek- 
tivital 2) 



1] Man^„l meine Hab, Sehr. Nr. 3. 

") ÄMfiii ilirhet besrlindet habe ich die Hedeuturg dieser Sätze, für 
den Aufl ai der pirjek tuen Geometrie der Geraden in meinem auf der 
Natui forsi^hnn ersammlung zu Halle gehaltenen Vortrag ; »Ueber Grund- 
lagen und Aufbau der Geometrie e. 



Hosted by 



Google 



n I!r8itlco|)f & Kartei iii 



Hosted by 



Google 



SITZUNG VOM 31. JULI 1893. 

Hermann Wiener, Veber Gruppen vertausckbarer zwei- 
spiegeliger Verwandtschaften.') Vorgelegt von Herrn Engel, 
Mit 1 7 Figuren. 

XII. Der Uebergang von StreckeiigleichuBgeii zu 
Gleichungen zwischen Punktspiegolungeu. 

107. Die Aufgabe, Kwei gegebene Schraubungen zu einer 
einzigen Schraubung zusammenzusetzen, habe ich in der Reihe 
von Abhandlungen, an die sich die vorUegende anschliesst, an 
die Spitze gestellt und von vornherein darauf hingewiesen, dass 
sich ihre Lösung in ganz entsprechender Weise gestaltet, wie 
bei der so einfachen Aufgabe, zwei gegebene Strecken zu einer 
einzigen Strecke zusammenzusetzen . Was aber damals vielleicht 
als eine nur Susserliche Analogie erschien, wird jetzt auf seinen 
inneren Zusammenhang zuröck geführt, wenn wir die im X. Ab- 
schnitte entwickelten allgemeinen Methoden der Uebertragung 
von Sätzen zu Rate ziehen. Die folgende Untersuchung wird 
zugleich geeignet sein, Reispiele dafür zu geben, was wir da- 
mals uformale Uebertragungena genannt haben, 

Strecken und Schraubungen sind zu verschiedenartige Ge- 
bilde, als dass ohne weiteres eine Verbindung zwischen beiden 
herzustellen würe; um sie gleichartig zu machen, bedarf es 
noch einer Zurichtung. Zu diesem Zwecke genügt eine nahe- 
liegende und auch sonst vielfach verwendete Bemerkung : Soll 
zu einer gegebenen Strecke durch jeden Punkt des Raumes als 

1) Diese Arbeit bUdet den Abschluss der Reihe von Arbeiten, die in 
diesen Berichten vertifTentücbt sind: 

18B0, S, 13—23, S, 71—87, S, 245-367, 
1891, S. 434—447, S. 644—673. 
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Anfangspunkt eine gleiche Strecke gelegt werden, so geht deren 
Endpunkt aus dem Anfangspunkte durch eine Schiebung des 
Raumes hervor, also durch eine Operation, die der Schraubung 
eines raumlichen Systems durchaus gleichartig ist. Und wie das 
Gleichmachen von Strecken auf die Schiebung, so führt das An- 
einanderfügen (Addiren) zweier Strecken auf die Bildung der 
Folge zweier Schiebungen. DerUebergang von Streckengleichun- 
gen zu Gleichungen zwischen Folgen von Spiegelungen ist rasch 
gemacht, sowie wir die beiden eine Strecke begrenzenden Punkte 
als Spiegelelemente einführen; dies liefert sofort die Uebertragung 

a) der Streckengleichheit, 

b) der Streckenaddition. 

a) Wir haben früher [Nr. 49a. Weitere Beispiele) bewiesen, 
dass aus einer Streckengleichung: 

QB = Sf 
Stets die Gleichung für Punktspiegelungcn folgt: 

QB = ST, 
ein Satz, der sich ohne weiteres umkehren lässt. 

b) Um zwei Strecken PQ und RS zu addiren, d. h. PQ-\- ItS 
zu bilden, hat man nur an den Endpunkt einer Strecke, die mit 
PQ gleich ist, eine zweite Strecke, die mit RS gleich ist, mit 
ihrem Anfangspunkte anzusetzen, und die Strecke vom Anfangs- 
punkte der ersten zum Endpunkte der zweiten zu ziehen, d. h. 
man mache 

(«) Fq^'lm, rs = Wn 

und bilde : 

(I') lJi+Jin=ln. 

Gilt daher eine Streckengleichung 
[I) PQ+HS=fÜ, 

so ist in ihr die Strecke TU der soeben konstruirten Strecke 
gleich, d, h. : 
Iß] flJ = LK'. 

Bildet man hingegen aus den beiden Kweispiegeligen Ver- 
wandtschaften f. Mund MN die Folge, so wird 
(LM) {MN) = LMMN=LN 
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[wegen i/' = 4); aus dieser Gleichung erhält man, da sich 
wegen a) aus («] und [ß] 

PQ = LM , RS==MN , TU = LN 
crgiebt, die folgende Gleichung; 

{PQ){RS] = TU. 

Wie diese Gleichung aus der Streckengleichung (I), so geht 
umgekehrt aus ihr die Gleichung (!) hervor. 

Ebenso folgt aus einer Gleichung, die auf jeder Seite die 
Summe einer beliebigen Anzahl von Strecken enthalt, eine ent- 
sprechende Gleichung, in der an ihre Stelle Folgen von zwei- 
spiegeligen Verwandtschaften treten. Beachtet man noch, dass 
der S tr eck engl eich ung SS = die Spiegelgleichung SS = \ 
der Null also die Eins entspricht, dass ferner die Umkehrung 
von Strecken und von Verwandtschaften in den Formeln 

— nS^SR und {RS)-'^Sfi 

ihren Ausdruck findet, und dass endlich die Definitionen von 
rliSund von (RS)" als Summe und als Folge von gleichen 
Dingen einander entsprechen, so erhalt man den 

TTebertragonggsatz. Aus einer Streckengleichung, in der jede 
Strecke durch ihren Anfangs- und Endpunkt bezeidinet ist, und 
die nur rationale^) Zahlkoefßcienlen enthält, lässt steh stets etne 
Gleichung zwischen Folgen von Punktspiegelungen ableiten. Hiersu 
ist nur nSthig, dass man die Nenner in den Zahlkoeffictenten weg- 
schafft und hierauf die soeben beschriebenen Äendeiungen an der 
Streckengleichung vornimmt. 

Umgekehrt kann man aus jeder Gleichung zwischen Folgen 
von Punktspiegelungen eine S trecken gleichung ableiten. Es ist 
nämlich die Anzahl von Punktspiegelungen, die in einer solchen 
Gleichung auftreten, stets gerade [vgl Nr 49 t Weitere Beispiele) 

1) Ist RS = Wi eine Schiebung so steht n chU m Wege für jede 
gebrochene, ja irrationale Zahl f die Ope at on 9 zu deün ren und das 
selbe gilt für alle Operationen, deren VerknupfungSne setze len Cesetzen 
der Addition von Zahlen analog sind [Man vergle che d e Be ap ele A 
und B. im XIV. Abschnitt,) In andere Fllien (Be sp el Drehu g oder 
Schraubnng um eine Axe, vgl, XIV, C) wurde d e Operat on a n eh leut ,, 
sicher aber wäre in jedem einzelnen Felle e ne genaue Deiin t an des Be 
griffes 91^ schon für gebrochene Zahlen v nöll „ De halb sehen v r h e 
von dieser Verallgemeinerung ab. 
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Man kann es daher stets erreichen, nötigenfalls durch HinUber- 
schaffen einer Spiegelung auf die andere Seite, dass auf jeder 
Seite der Gleichung eine gerade Anzahl von Spiegelungen steht. 
Diese gruppire man auf beiden Seiten von vorn anfangend zu 
zweien, schreibe statt der Folge HS die Strecke BS und stelle 
zwischen je zwei Gruppen das Zeichen + . 

Wir ftlgen hier einige Beispiele an, die geeignet sind, diese 
Uebertragung zu verdeutlichen, und die, so einfach sie sind, 
vermöge der dann folgenden Betrachtungen eine ausserordentlich 
mannigfaltige Umgestaltung zulassen. 



Beispiele. 

108. a) Aus der Slrcckengleichung 

QR + ST= Sf+Qji 
folgt die Gleichung Für Punkt Spiegelungen 

[QU) IST)=.(ST){QR), 
d. h. in jeder Folge von Fun kl Spiegelungen hünnen z' 
verlauscht werden, 

b) Es ist notwendig, den unterschied i 
auseinander folgenden Gleichungen 
= 1It 1 



i[ henachbarte Paar 



derBedculung <ier beiden 



anzugeben. Die erste Gleichung sagt aus, dass 
ß, S, T, V die Ecken eines Parallelogramms 
sind, wie sie rings herum aufeinander folgen. 
Daher mfissen sie auch in der zweiten Gleichung 
die vier Eckpunkte eines Par.allelogramms sein ; 
diese sagt aber ausserdem aus, dass, wenn man 
jrgend einen Punkt des Raumes der Folge der 
Punklspiegelungen fl , S unterwirft, man nach 
>3 demselben Punkte kommt, wie durch die Folge 
der Punklspiegelungen U, T . 
Die Gleicimnäj lüsst sich auch schreiben 
RST^V , 
wo nun fi , .S , T drei beliebige Punkte des Raumes sind. Unterwirft man 
daher einen Punkt der Spiegelfolge R, S , T , so kommt man auf einen 
Punkt 3 , der aus durch Spl^elung an einem einzigen Punkt V hervor- 
geht, welcher dann mit R, S, Tein Parallelogramm bildet. Daraus folgt 
weiter, dass, wenn man ein beliebiges räumliches Viereck , 1, ä, 3 an- 
nimmt und die Mitten der drei ersten Kanten als Punkte R,S, T verwendet, 
die Mitte V der vierten Kante 3 mit R, S , T ein Parallelogramm bildet, 
ein bekannter elementarer Satz. 
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Wiederholt man in der lelzten Gleichung sowohl die links als die 
rechts stehende Operation, so erhält man wegen V = 1 dio Gleichung 

{RSTf = i ; 
dies giebt den 

Satz Sind R s T diei behebige Funkle des Raumes , so gilt stets die 
Spiegelgieichung 

lRST]^=i. 

Dieser Satz sei duich die beistehende Figur erläutert, in der sowohl 
R, S, T \Me auch bebe 
bige Punkte de*: Raumes ^^ 
sind und der Punkt 6 mit u 
zusammentut 

Die Figur zeigt einige 
Analogie mit dem Pascal 
sehen Sechseck da auci in \ ■•-. ^-'j 

diesem ein geschlossener '■^ . ■'•.^,' ' 

Zug von se(,hs Linien vor- ^ /'''■',' 

kommt, \oa denen Mchje o^'g' 3 

zwei gegenuboiliegen ie in 

drei ausgezeichneten Punkten treffen. Dieser Zusammenhang beruht darauf, 
dass auch der i'AscAL'sche Satz sich in der Form einer Sp iegc Igle ich ung 

(BSr)* = i 
schreiben lässt. Vgl. Nr. 4 06a, Fussnote 1). 

c) Sind Pj , Pj , 1*3 drei beliebige Punkie des Raumes, M ihr Schwer- 
punkt, so gilt die St recke ngleichsng 

Wp, + MP^ + JBPj = . 
Daraus folgt die Gleichung für Punklspiegciungen 

MP, MPj jtfP; 



Auch dieser Satz s< 
anschaulicht , in der e 
Raumes ist, wahrend di 
sammenfallt. 



durch eine Figur ver- 
a beliebiger Punkt des ^ 
•Punkt mit ihm zu- 




Xni. Formale Ableitung der Sätze über Gruppen ver- 
tansehbarer zweispiegeliger Verwaiidt8cliaften. 

■1 09. Es handelt sich jetzt darum , die bekannten Sätno der 
Strecken ad dition für noch andere (lebiete der Geometrie nutzbar 
zu machen. 

Die weitestreiehonden Uebertragungen erhalten wir (nach 
91 bj), wenn wir die Sätze auf ihre ersten Grundsätze zu- 
rückführen , aus denen sie formal abgeleitet werden können. 
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üeberall da wo diese Grundsätze ebenfalls gelten, ist dies auch 
für alle weiteren Satze der Fall. 

Der Umfang der Üebertragbarkeit ist also durch diese ersten 
Sätze völlig bestimmt. 

MöBius hat ftSr die Streckenaddition diese Zurllcktuhrung 
geleistet'), so dass wir uns nur an ihn anzuschliessen brauchen. 

Er stellt die folgenden beiden aus der Definition der Strecken 
geometriscl! abgeleiteten formalen Sätze an die Spitze: 

I. Ist QR=^Sf und Sf= UV. so ist auch 

QR = WV. 
(In Worten heisst dies: Sind zwei Strecken einer dritten gleich, 
so sind sie unter einander gleich.) 

II. Ist Qi{ = ST, so ist auch 

QS = Rf. 
Aus ihnen folgt dann 
m. Ist QR = (yli' und 

RS 3= li'S' , so ist auch 

QS = '^' . 
Ein Satz IV. erweitert noch den Satz IH. auf mehr Glieder. 
Der Satüin. (IV.) ist derjenige, der die Sireckenaddition be- 



Machen wir den im yorigen Abschnitt geschilderten Ueber- 
gang von den Strecken zu den Punktspie gelungen, so sehen wir, 

dass alle diese Sätge sich schon aus den Regeln für das Rechnen 
mit Spiegelungen ergeben , dass also die geometrischen Eigen- 
schaften, die in diese formalen Sätze hineingelegt sind , schon in 
dem Zusammenhang der Gleichungen QU = ST und QR = ST, 
und in der Formel 6"* = 1 {AP = I, vgl. Nr. 107 a und b] auf- 
genommen sind. 

In der That ist der dem I. entsprechende Spiegelsatz in der 
Definition der Verwandtsc haften enthalten, 11. ist in Nr. 103. be- 
wiesen, in. folgt, indem man (gemäss dem Satze 35.) die beiden 



1) MöB[U5: »lieber die Zusammensetzung gerader Liulen und eine 
daraus entspringende neueBegvündungsweise des barycentrischenCaIculS". 
(1844.) Gesammelle Werke 1. S. 601 u. ff. 

Die Buchstaben, dieMöEius braucht, habe icli oben abgeändert, ebenso 
die Bezeichnung der Strecke, 
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rechten Seiten und ebenso die beiden linken Seiten der gegebenen 
Gleichiingen hintereinander schreibt ; 

{QR)[BS) = [Q'R']{R-S'}, 
woraus nach Weglassen der Klammern wegen fl' = 1 und 
iR'* ^ 1 sich ergibt: 

QS=Q'S' . 

HO. Wie aber die nun folgende Entwicklung bei Möbiüs 
zeigt, setzt er stillschweigend noch die folgenden beiden Satze 
voraus: 

Erste Voraussetzung. Ist irgend eine Strecke QR gegeben, 
so kann jeder beliebige Punkt des Raumes S [bezw. Tj als An- 
fangs- (End-;Punkt einer ihr gleichen Strecke, QH^ ST" gewählt 
werden, und der End- (Anfangs-) Punkt T (S) ist dadurch ein- 
deutig bestimmt. 

Zweite Voraussetzung. Ist P eine beliebige Strecke und v 
eine ganze Zahl'), so ist ein Punkt;)/ eindeutig so bestimmt, dass 
die Strecken gleichung gilt vOM= OP. 

Ersetzen wir in diesen beiden Voraussetzungen wieder die 
Strecken durch die Folgen von Spiegelungen an Punkten , die 
letzte Gleichung durch die Spiegel gleichung {OM)" = OP, so ist 
dadurch unmittelbar die Möglichkeit gegeben, die allgemeinste 
durch Spiegelgleichungen zu leistende üehertragung anzugeben, 
die den Uebergang von der Lehre der Strecke naddition zu an- 
deren Teilen der Geometrie vermittelt. 

.la wir können uns auf die erste Voraussetzung beschränken, 
und erhalten somit die Anwendbarkeit jener Gleichungen auf 
Teile der Geometrie, die keineswegs der Streckenaddition völlig 
entsprechen , in denen aber für eine gewisse Klasse von Sätzen 
— die nämlich allein von der ersten Voraussetzung abhängen — 
die Ueb er ein Stimmung mit den so einfachen Streckensätzen her- 
gestellt wird. 

Hierher gerade gehört auch die Zusammensetzung der 
Schraubungen. 



1) Da MöBlirs auch irrationale Processe zulüsst, ist hei ilim die Zalil " 
beliebig ralioaal oder in'ational. 
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Die erste Voraussetzung. 

H 1 . Setzen wir statt jeder Strecke R S die Folge von Punkt- 
spiegeluogen RS, so stellt uns die Gesammtheit aller Punkte des 
Raumes eine Schaar von Spiegelelementen dar, die Verbindungen 
RS eine Gesammtheit von zweispiegetigen Verwandtschaften 
[Schiebungen), die aus jenen Spiegelelementen gebildet sind. 

Danach haben wir, um gleich zum allgemeinsten Falle über- 
zugehen, die für Strecken aufgestellte erste Voraussetzung so 
abzuändern : 

VoraosBetzung I- Es sei irgendwie eine Schaar von Spiege- 
lungen deßnirt von der Beschaffenheit, dass jede aus swei dieser 
Spiegelungen gebildete Verwandtschaft sich in zwei andere Spiege- 
lungen der Schaar zerlegen lüsst, von welchen die eine beliebig 
aus der Schaar herausgegriffen werden darf. [Spiegelschaar /.] 

1 1 2. Sind R, S; T irgend drei unserer Spiegelungen, so giebt 
es unter den Spiegelungen nach dieser Voraussetzung stets eine 
weitere U, so dass die Gleichung gilt 

(I.) RS=UT oder 

RSr=U, d.h.: 

Satz a. Die Folge von irgend drei Spiegelungen unserer Schaar 

kann stets durch eine einsige dieser Spiegelungen erseist werden. 

Aus der letzten Gleichung folgt dann 

[RSr)* = 1 , RST-^i , d.h.. 

" Satz b. Zwischen irgend drei Spiegelungen R, S, T der 
Schaar bestehen stets die Beziehungen 

(RSJ-)* = 1 , RS7-4=1 , (vgl. Nr. 101.} 

oder {RS)T=T{SR] (vgl. Nr. 99.). 

113. Gebraucht man eine früher eingeftlhrte Äusdrucks- 
weise (vgl. Nr. 97.), so kann man die Voraussetzung I. auch so 
fassen : 

Es sei eine solclie Schaar von Spiegelungen gegeben, dass eine 
jede aus ihnen gebildete sweispiegelige Verwandtschaft zu einer 
jeden Spiegelung der Schaar harmonisch ist («oii ihr umgekehrt wird). 
Es gilt aber nicht umgekehrt, dass jede Spiegelung, die zu 
einer solchen Verwandtschaft harmonisch ist, zur Spiegelschaar 
gehört. Dies sei verdeutlicht au einem 
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Bmp(W;Wirw8hlenalsSpiegelelementesämmtlicheGeraden 
r,s,t..., die einzige Gerade a senkrecht treffen. Eine Ver- 
wandtschaft, die aus den Spiegelungen an zwei dieser Geraden 
zusammengesetzt ist, ist eine Schraubung um die Axe a, oder 
auch, wenn die beiden Spiegelgeraden parallel gewählt sind, 
eine SchiebuBg längs dieser Axe (vgl. die Sätze in Nr. 10. und 
Nr. 8.). Jede dieser Verwandtschaften kann nun in zwei Spiege- 
lungen der Schaar zerlegt werden, von denen die eine beliebig 
aus ihr herausgegriffen werden kann. (Man vergleiche die Um- 
kehrungen in Nr. 10. und 8.). Die Geraden, die die Gerade a 
senkrecht treffen, genügen demnach der ersten Voraussetzung. 
Eine Schiebung längs der Axe a kann aber ausserdem in die 
Spiegelungen an zwei parallelen Geraden zerlegt werden, die 
senkrecht zu a sind, aber a nickt treffen. Diese Geraden gehören 
nicht mehr zur Schaar und diese darf auch nicht durch sie er- 
weitert werden, da dann die Voraussetzung I, nicht mehr erfüllt 
bliebe. 

IM. Greift man von den zweispiegeligen Verwandtschafton, 
die sich aus unserer Spiegelschaar bilden lassen, irgend zwei 3f 
und S heraus, so kann man nach der Voraussetzung I. Jede von 
ihnen so in zwei Spiegelungen zerlegen, dass für die zweite 
Spiegelung von 2t und für die erste Spiegelung von © ein und 
dieselbe Spiegelung S verwandt wird, d. h. man mache 

31 = flS, 35=sr, 
dann wird 

d. h. die Folge von zwei aus den Spiegelungen der Schaar gebil- 
deten zweispiegeligen Verwandtschaften ist wieder eine solche 
Verwandtschaft. Alle diese Verwandtschaften bilden daher eine 
Gruppe (vgl. Nr. 50.]. 

Bilden wir ausser der Folge 

31© = fi r auch 

31 = S TRS , 



so kommt wegen 



= [RSTf 
= RSTRST , 



wenn wir beiderseits vom R , hinten 7' zufügen, die Gleichung 
heraus 
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HT=^STRS oder 

^35 = 3331. (Vgl. auch Nr. lOi.) 

Dieses Ergebni SS mit dem vorigen zusammengefasst giebt den 

Satz 4Ue Verwandtschaften, die aus je zwei Spiegelungen 

u Seh M I zu an mengesetst sind, büden eine Gruppe ver- 

au hb \ and hif n [Gruppe /.] 

Anm knng 1) t sich nicht umkehren, da unmüglich 

E Gruppe, dass sie aus vertauschbaren zwei 

gg 'Vwndhteb teht, das Vorhandensein einer Spiegel- 

h g h w d n lie diese Gruppe erzeugt, und die erste 

V g 

W d den Arbeit nur eine Klasse von Gruppen 

hh p g V rwandts chatten behandeil wird , so ist 

h d hw chtige Klasse. So liefert z.B. dieTheorie 

d n 11 mn h gleichen räumlichen Systeme eine Fülle 

d g G ppen h Verwandtschaften. Alle diese Gruppen 

h h Gm helt von Spiegelungen erzeugen, die der 

ersten Voraussetzung genügt. 

Wh. Da die Folge von irgend drei Spiegelungen unserer 
Schaar gleicb einer einzigen dieser Spiegelungen ist [nach 112a) 
und da die Folge von irgend vier dieser Spiegelungen KL MN 
= 1© gleich der Folge von zweien ist, 3t© = R7'(vgl. Ui.) 
so folgt durch mehrfache Anwendung dieser Satze der 

Satz. Die Folge einer beliebigen ungeraden oder geraden An- 
zahl von Spiegelungen unserer Schaar lässt sich stets auf eine 
einzige begw. die Folge von zwei dieser Spiegetungen zurück- 
führen. 

Oder in anderen Worten: 

Alle Verwandtschaften, die sich als Folge einer beliebigen 
Anzahl von Spiegelungen unserer Schaar darstellen lassen, bilden 
eine Gruppe, in der diejenigen Verwandtschaften, welche aus einer 
geraden Anzahl dieser Spiegelungen zusammengesetzt sind, eine 
Untergruppe ausmachen. [Erweiterte Gruppe /.] 

1 1 6. Betrachtet man eine beliebige Folge von Spiegelungen 
unserer Schaar 

R,S,n^S^R,S,...., 

so lässt die zwischen je drei von ihnen bestehende Gleichung 
(RjS, RJ* = 1 (vgl. 112 b) eine Anwendung zu, die das Rechnen 
mit solchen Spiegelfolgen erleichtert, und deren Analogen für 
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das Rechnen niitStrecken sieh bei Mübius') findet. Jene Gleichung 
kann auch geschrieben werden 

«, S, K, = fij S^ R^ , 
d. h. in jeder Folge von solchen Spiegelungen können die beiden 
Spiegelungen H, und R^, die irgend einer, S, , nach rechts und 
links benachbart sind, vertauscht werden. Wie Ii^ milfij, so 
kann H^ mit H, vertauscht werden u. s, w. Da aber durch Ver- 
tauschung je zweier benachbarter Elemente fl; jede beliebige 
Vertauschung zwischen den Bj hergestellt werden kann, und da 
dasselbe auch für die Sf gilt, so hat man den 

Satz. In einer jeden Folge von Spiegelungen unserer Schaar 
lassen sich sowohl die geradstelligen Spiegelungen wie auch die 
ungeradstelligen unter sich beliebig vertauschen. 

Die zweite Voranasetzang. 

117. Die Forderung, dass bei gegebenen Spiegelungen 
, P unserer Schaar für jedes ganze v eine Spiegelung M der 
Schaar vorhanden sei, für welche die Gleichung gilt 
[II.) {OM)'' = OP , 

lässt eine Unterscheidung in zwei Fälle zu, je nachdem näm- 
lich die Spiegelung M eindeutig oder mehrdeutig bestimmt ist. 
Nur im ersten Falle erhalten wir eine Gruppe zweispiegeliger 
Verwandtschaften, die vollkommen denselben Gesetzen unter- 
liegen, wie sie bei der Strecken ad dition gelten. 

Voranseetzuiig IIa. Es möge irgendwie eine Sptegelschaar 
definirt sein, die der Voraussetzung 1. genüge und ausserdem 
die Eigenschaft habe , dass es für irgend zwei ihrer Spiegelungen 
und P und bei gegebener ganzer Zahl v stets eine und nur eine 
Spiegelung M der Schaar giebt, die der Gleichung genügt 
(11.) [OM]" = OP . [Teilungsgleichung.] 

Eine solche Schaar heisse eine Sptegelschaar la. 

\ 1 8. Setzt man v ^ S , so erhält man 
OMOM^OP, 
oder indem man beiderseits vorn MO zufügt, 
OM^MP . 

{) Mouius Gesammelle Werke I. a. a, 0. Nr. 6. 
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Diese Gleichung sagt aus (36.), dass die Spiegelung durch 
31 in P tlbergefilhrt wird. 

Wir wollen eine solche Spiegelung M, die in P überführt, 
eine mittlere Spiegelung swischen und P nennen. 

Dann gilt der 

Satz. Zwischen je zwei Spiegelungen der Schaar la. giebt es 
stets eine und nur eine mittlere Spiegelung, die ebenfalls der 
Schaar angehört. 

Denn gäbe es noch eine zweite solche Spiegelung SJ', fUr 
welche 

OM' = M'P 

wäre, so würde darausfolgen, indem man beiderseits vom OM' 
zufügt; 

{OM'y = OP, 

also müsste [nach Vor. la) J/' = M sein. 

Anmerkan^. Ausserhalb der Spiegetschaar können immerhin noch 
weitere mittlere Spiegelungen vorhaniien sem. So bilden z. B. alle ümwen- 
dungen um Axeii, die einem Parallelstrahlbundel angehören, eine Spiegel- 
schsar la., und es giebt zwischen zwei Graden o, j» der Schaar eine 
mittlere m der Schaar. Ausserdem genügt aber auch jede Gerade m,, 
die zur Ebene von o und p senkrecht ist, und m trifft, der Gleichung 
1»,} = {>)t,p }. An diesem Bei.spiel einer Spiegelschaar la. kann gleich- 
zeitig erkannt werden, dass auch die allgemeinere Gleichung {om}'''={op} 
meÄfdeuiifl' befriedigt werden kann, falls man für{m} auch Spiegelungen 
zulasst, die ausserhalb der Schaar liegen. 

Da jetzt in unserer Gruppe zwei spie geliger Verwandt- 
schaften völlige üebereinstimmung mit der Streckenaddition 
herrscht, so können wir die Sätze, die Möbius und H. Ghass- 
mann') für die Streckenaddition aufgestellt haben, genau so 
beweisen, wie es dort geschieht. Insbesondere werden die Sätze 
über geometrische Mittelpunkte (Schwerpunkte) in unserer 
Gruppe ihr Analogon finden. 

Wir stellen hier die Sätze, die wir in den geometrischen 
Anwendungen (im XIV. Abschnitt) verwerlen werden, kurz 
zusammen. 



liDie lineale Ausdehnungslehrci 
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1 1 9. Sind R , S , T, U vier Spiegelungen der Schaar 1 a, 
für die die Gleichung besteht') 

{«) RS=UT, 

so bestimme man (Vor, la) in der Sehaar 
die Spiegelung M , für welche ist: 

dann wird ; 

SRRM= TUMT 
SISRM=MTTU , 

iß^] SM=MV . 

Da im Beweise nur das Vorhandensein, nicht aber die Ein- 
deutigkeit von M vorausgesetzt wurde, so können wir den damit 
bewiesenen Satz allgemein aussprechen : 

Satz. Gilt in einer Spiegelschaar I. die Gleichung liS = UT 
und ist in ihr M eine mittkfre Spiegelung zwischen It und T, so 
ist sie es auch zwischen S und U . 

Ist iß,] und (ßt) vorausgesetzt, so ergiebt sich daraus, indem 
man die Folge der Gleichungen umkehrt, dieGleiehiing(ß), d.h.: 

Tlmkehrang. Ist in einer Spiegelschaar I. M gleichzeitig 
mittlere Spiegelung zwischen R und T und zwischen S und U, so 
gilt die Gleichung RS=UT . 

120. Aus der Schaar la. seien»' Spiegelungen P^, /\ . .. P^ 
herausgegriffen, und hierzu noch eine weitere Ü, dann sei die 
Folge gebildet 

OP^OP^ . . OP^ . 
Diese Folge lasst sich (nach Nr. U5. und nach Vor. I.) aus- 
drücken durch 

OP, OP^ . . OPy = OP, 
wo auch die Spiegelung P zu der Sch.iar gehiirt; dann kann ge- 
setzt werden (Vor; IIa] 

wo M als Spiegelung der Schaar eindeutig bestimmt ist, und es 
wird 

(1) 0/', 0/»3 . . OP^^iOM]" . 

1) l'ur die risiir wählen wir (k-ri einfachsten Fall der Piinkt- 



Hosted by 



Google 



568 H. Wiener, 

Wühlt man aus der Spiegelschaar statfO irgend eine andere 
Spiegelung 0' aus, so kann man setzen (wegen 0'*^ ^) 

00'0'P, 00'0'P^ . . OO'O'P^ — IOM]", 
daraus erhalt mau durch Umstellung (116.) 

[OO'f O'P^ O'P^ . . O'P^ = (0M)^ 
oder indem man beiderseits v mal O'O zufügt 

O'P, O'Pj . . O'P^ = {O'O)" (OJW)", 
und daraus wegen der Vertauschbarkeit 

= {0'00M)'', 
also endlich wegen 0' = 1 
(1') O'P^ O'P^ . . 0'P^ = (0'Mf. 

Dies giebt den 

Satz. Gilt für die Spiegelungen P^, P^, . . P^,, M und eine 
weitere Spiegelung einer Spiegelschaar J. die Gleichung 

OP, OP^. . OP^ = {OMY, 
so gilt sie auch, wenn man durch irgend eine andere Spiegelung 
0' der Schaar ersetsl. 

Setzt man statt der beliebigen Spiegelung die Spiege- 
lung Jl/ein, so wird wegen JI/JU= 1 

(2) MP^ MP^. . MP^ = \ oder auch 

P,jtf P^M . . P^M=\ . 
Ist umgekehrt durch eine Spiegelung M eine dieser beiden 
Gleichungen erfüllt, so folgt daraus auf dem umgekehrten Wege 
die Gleichung (1) für jede Spiegelung der Sehaar, 

Nach den drei ersten Gleichungen dieser Nr. lässt sich die 
Spiegelung M aus den Spiegelungen P^, P^, . . P,, und , und 
— da die Wahl von gleichgiltig ist — aus P, , Pj , . . P„ allein 
eindeutig bestimmen, d. h. : 

Zusatz ^MS V beliebigen Spiegelungen P,' , Pj , . . P^ einer 
Spitgihchaat Ja lässt sich eindeutig eine Spiegelung M der Schaar 
Gleiten, fui welche die Gleichung gilt : 

MPf MP^ . . MP^ = 1 ; 
es gilt dann auch für jede weitere Spiegelung der Schaar die 
Gleit hung 

OP, OP^ . . OP^ = (OM]'' . 
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Diese Spiegelung M nennen wir die mittlere zwischen den 
Spiegelungen P, , P^ , . . P^ , 

1S1. Auf einem von Möbius in der Streckenrechnung ein- 
geschlagenen Wege kann man jetzt diese mittleren Spiegelungen 
dazu benutzen, um die Folge von einer beliebigen Anzahl zwei- 
spiegeliger Verwandtschaften der Gruppe I. zu bilden. 

Ist eine solche Folge gegeben 

^ = P^Q^P^Q^ ■■ P^Q^ , 
und sindJüundA'die mittleren Spiegelungen zwischen P,, P^,-P^ 
und zwischen Q,, Q^, ■ ■ Q^, d.h. ist 
,, P,MP,Jtf..P„Jtf=1 und 

so wird wegen M^ ^ 1 und A'* = 1 

a = P, M]^NNQ^ P, MMNNQ^ ■ ■ P,,MMNNO„ , 
also durch Umstellung (H6.) 

3I=P,iWP,jl/- ■ PyM{MN]''NQ^NQ^■ -NQ^, 
daher wegen (9) 

P. Q^ P» <?» ■ ■ Pr Qv = {l^^}" ■ D. h. 

Sats. Stau die Folge von v sweispiegeligen Vei wandlschaflen 
der Gruppe I. zu bilden, nehme man vmal hintereinander eine ein- 
zige zweispiegelige Verwandtschaft, deren Anfangs- und End- 
spiegelung die mittlere der Anfangs- und Endspiegelungen der 
gegebenen Verwandtschaften ist. 

122, Voraaasetzan^ IIb. Sind wie bisher und P zwei 
Spiegelungen einer Schaar, die der Vorraussetzung 1 genügt, so 
sei wie bei IIa. vorausgesetzt, dass es innerhalb die^ei Schaar 
eine Spiegelung M gäbe, welche die Gleichung 
(IL) {01^}" = OP 

befriedigt (wo v eine ganze Zahl sei) ; wir setzen jetzt aber voraus, 
die Spiegelung M sei durch diese Gleichung mehrdeutig bestimmt. 
i 23, Betrachten wir zuerst den Fall v = 2 und nehmen an, 
i/ und M' seien innerhalb der Spiegelschaar I. zwei verschie- 
dene Lösungen der Gleichung (IL), also 

(OM)^ = OP und 

[QM'Y=OP, wo 
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Dann ergiebt sich, wie in Nr. H8. 

OM = jWP und 

ä. h- M und M' sind swei mittlere Spiegelungen der Spiegelungen 
und P. Verknüpft man diese beiden Gleichungen, so wird 
MOOAl' = PMM'P 
= M'PPM 

(wegen der Vertäu sc hbarkeit vgl. Nr. 116.), also 

(1) MM' = M'M, und da 

MM' ^ 1 
vorausgesetzt ist, so ist MM' selbst eine involulorische Ver- 
wandtschaft (48.), also 

MM' = M'M=A 
wo ^* = 1 , j"! 4^ l . 

Diese Spiegelung A gehört nicht zur Schaar, denn die 
Verwandtschaft A , die ebenfalls der Gruppe angehört , kanu 
nicht in A und noch eine Spiegelung zerlegt werden, sonst 
müsste diese zweite Spiegelung = -I sein, was dem Begriff der 
Spiegelung widerspricht. 

Ist aberii irgend eine Spiegelung der Schaar, so wird (Vor.I, 
vgl. Nr. 112.) 

(MiH'iJ}* = 1 oder 

MM'n = RM'M, also 

AR = RA. 

Während die Gleichung MM' = A aussagt, dass M zu M' 
■ und A zu M (und zu M') eine harmonische (mit ihr vertausch- 
bare) Spiegelung sei (48.), ergiebt die letzte Gleichung, dass A 
zu jeder Spiegelung R der Schaar harmonisch ist, also: 

Satz. Gicbt es innerhalb der Spiegelschaar I. zu irgend zwei 
Spiegelungen und P der Schaar zwei verschiedene mittlei-e 
Spiegelungen M, M' , so sind beide zu einander harmonisch und 
ihre Folge MM' =^ A ist eine Spiegelung, die su allen Spiegelungen 
der Schaar harmonisch ist. 

Mi. Dieser Satz lässt sich umkehren. 

ITmkehrnng. Ist A eine zu allen Spiegelungen der Schaar I. 
harmonische Spiegelung, und N eine mittlere Spiegelung zwischen 
irgend zwei Spiegelungen R und S der Schaar, so ist A N-= N' eine 
zweite mittlere Spiegelung zwischen R und S. 
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Da A nach der Voraussetzung zu jV harmonisch ist, so ist 
(nach i7. und i8.) AN^N' ebenfalls eine Spiegelung, daher 

A = NN' =A"N, 
und da A auch zu B harmonisch ist, so ist 

Ali = RA, also 

NN'R^RNN' , 
oder indem man beiderseits vom N, hinten A'' zufügt, 
N'RN' = NIiN. 
Ist nun jV mittlere Spiegelung zwischen R und S, so wird 
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OV = MPf M hlbd h It lltgglt 

(1 k 

b) Die SpiegetuDgeo an den G d P II 1 tral Ib d 1 
geniigen der Voraussetzung I. Zu ihn II brm btdSpglg 
an jeder Ebene J, die auf den Strahl d Btl d I k ht telt. S d 
o, p, m drei Strahlen des Bündels, fü 1 h d Gl h (( m ={mp} 
gilt, so ist (68.) {mA) = {N} die Spiegelung am Schnittpunkt JV einer 
dieser Ebenen ^ mit der Geraden m ; diese ist (nach derllmkehruiigl eben- 
falls eine Uisung der Gleichung, d. h. es ist {oN} = {Np], keineswegs 
gehört sie aber der Schaar an. 

c) Die Spiegelungen an den Geraden, die eine einzige Gerade o senk- 
recht treffen , genügen der Voraussetzung I. Die Spiegelung an dieser 
Geraden a selbst ist zu allen Spiegelungen der Schaar harmonisch; daher 
gehört (ümkehrung) zu einer l-ösung {m} der Gleichung {om) = {tap} 
noch eine zweile {n} = {ma}. Da nun aber die Gerede a auch durch die 
Gerade n senkrecht getroffen wird (nach Nr. 70.), so gehört in diesem Falle 
auch die Spiegelung an i» zur Schaar. 

i 95. Gehen wir zu einem allgemeinen v über, und nehmen 
an, es gäbe zwei verschiedene Spiegelungen der Schaar, M und 
M', die die Gleichung II. erfüllen, also 

(03/)" = OP 
und {OM')''=OP, \vo^^^M'., 
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so folgt daraus 

{OM)'' = {Qjl')'' oder 

1 =^{MO]'-{OMT, 
daraus wegen der Verlauschbarfceil 

1 ={MOOMy oder 

Um diese Gleichung weiter zu behandeln, setzen wir 
MM' r=M'M"=--= M^"-') M^-") , 
wo (wegen Vor. I.) auch jtf', M", ■ ■ Mi"^ nur Scbaar gehören. Dann 
wird 

1 = {MM')" = MM'M' M" ■ ■ M''-')jH(''> 

l^JWA/W, also 

M^'''^^-M. 
Dabei ist (falls v keine Primzahl ist) nicht ausgeschlossen, 
dass die M'*' teilweise untereinander gleich werden. 

Die Spiegelungen .¥, M' , M", ■ ■, die der Bedingung 

MM' =M'M" = ■ - = jl/<''~0jl/ 

genügen , nennt man ein cyMisches System von Spiegelungen mit 

der Periode V, falls in der Reihe keine gleichen Spiegelungen 

vorkommen. 

Sind nun J/(') und M*-''') irgend zwei Öpiegolungen dieses 
Systems, so erhalt man 

(jI/W-M(*^V = {i/WjH('*''M'*^'M'*'> ■ ■ j)7*'"'>Jl/<''))'' 
r= {MM' MM' ■■MM']'', 
= (MM']''{MM')'' ■■{MM'Y, also 
{M^*) i/(*^))^ = 1 , und insbesondere 

[MMi^)" = 1 . 
Bildet man nun 

(OJü('Y=[OMArJHW)'', 
so wird dies wegen der Vertauschbarkeit (114.) 

= {OM)''(MM('Y = OP, 
also 

(OM^^y^OP, d.h. 

Satz. Sind in der Spiegelsckuar I. zwei Spiegelungen M und 
M' vorhanden, die gleichzeitig die Gleichung (IL) befriedigen, 
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SO erzeugen diese ein cyklisches System von Spiegelungen 
M, M' , M", • • i/C''~')j die der Schaar angehören und gleichfalls 
jene Gleichung befriedigen. 

Auch hier ist nicht ausgeschlossen, dass gleiche unter den 
Spiegelungen vorhanden sind. 

196. Die Sätze in Nr. 119. bis -IS-l. sind unter der Voraus- 
setzung geführt, dass es eine Spiegelung giebt, die der Gleichung 
(II.) gentigt. Sieht man also von der Eindeutigkeit der Bestimmung 
diesei- Spiegelung M ab, so gelten die dort aufgestellten Gleichungen 
auch dann noch , wenn man für M irgend eine des cyklischen 
Systems auswählt und in sie einträgt. 



XVI. Geometrische Anweniiungen. 

Gruppen von projektiven Schiebungen und von 

Schraubungen. Polare Gebilde zu einer Gruppe von 

Punkten, von Ebenen, von windschiefen Geraden und 

von Umwendaxen. 

127. Neue Beispiele von Spiegelschaaren , die den Be- 
dingungen I. und IIa. genügen, gewinnt man leicht aus dem 
ifur Einfuhrung benutzten Beispiele der Punktspiegelung durch 
die hekatWilen Abbildungsmetkoden {va}. Nr. 91,a.) der projektiven 
und der dualen Uebertragung. Doch erhält man so keine wesent- 
lich neuen Siltze, und es ist auch nicht die Methode der Spiegel- 
gleichungen, die erst eine solche Uebertragung anbahnt. Man 
findet ja auch ohne Spiegelgleichung , dass die unendlich ferne 
Ebene zu einer Punktgruppe und ihrem Schwerpunkt eine ganz 
analoge Lage hat, wie eine beliebige Ebene ku einer Punktgruppe 
und dem Pole der Ebene, oder ein beliebiger Punkt zu einer 
Ehenengruppe und ihrer Polare, 

Es hat aber die nicht durch einen Algorithmus begründete 
Methode der »Ahbildung« von Sätzen, abgesehen von der Be- 
schränktheit ihrer Anwendung, den erheblicheren Mangel , dass 
sie verschiedene Gebiete der Geometrie in eine nicht innerlich 
begründete Abhängigkeit bringt. Es muss derjenige, der die pro- 
jektive Geometrie rein geometrisch betreibt, seine Beweise so 
liefern können, dass sie von Sätzen der nicht- projektiven Geo- 
metrie unabhängig sind, und dies gilt (was neuerdings wenig 
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beachtet worden ist] auch umgekehrt. Aber andererseits dürfen 
Sätze, die in zweierlei Gebieten der Geometrie parallel neben ein- 
ander herlaufen, nicht auf völlig verschiedene Schlussmethoden 
gegründet werden. Dass es nicht zwei sieh widersprechende 
Forderungen sind, Unabhängigkeit und doch Gleichartigkeit der 
Beweise zu verlangen, dies wird eben an unserer Methode deut- 
lich : entsprechende Beweise in zwei Gebieten der Geometrie wer- 
den durch entsprechende Folgen von Gleichungen geführt, und nur 
die Gebilde, die in die Gleichungen eintreten, sind in beiden Ge- 
bieten verschieden. 

Und gehen wir von den »Abbildungen o zu den allgemeineren 
»formalen Uebertragungenit über (vgl. Nr. 91, bj, so erb alten 
wir ausserdem die Möglichkeit neue Sätze aufzufinden, da diese 
Art der llebertragung bisher weit weniger verwendet worden 
ist, wie die der Abbildung, Mit ihrer Hilfe werden wir im Fol- 
genden auf eine merkwürdige Analogie zwischen der Geometrie 
der Punkte (oder Ebenen) des Baumes und der Geometrie der 
Geraden des Baumes geführt, vermöge welcher jeder Geraden 
des Raumes in Bezug auf eine Gruppe von Geraden eine bestimmte 
weitere Gerade polar zugeordnet ist^). 

Ich halte es für besonders wichtig , dass die im folgenden 
abgeleiteten projektiven SStze (Abschnitt A. und B.) unabhängig 
vom Grundsatz der projektiven Geometrie bewiesen werden ^j-. 



1j Um für eine Gruppe von f Geraden ira Räume eine allgemeine 
Polare nlboorie zu gewinnen — die weiler unten ausgeführte Konstruktion 
liefert nur die letzte Polare — hat man die in meiner Hahilllationssctinft 
entwickelten Methoden anzuweoden. Dabei treten an Stelle der Projektivi- 
taten in der Geraden die aus zwei Itoliinearen Spiegelongen zusammen- 
gesetzten Verwandtschaften des Raumes. 

a] In einem Vortrage sUeber Grundlagen und Aufbau der Geometrie" 
[vgl. die »Verhandlungen der Gesellschaft deutscher Natu rforscheru.Aerzten, 
84. Versammlung zu Halle, 189), lt. Band, S.S, oder den Jahresbericht der 
Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1, 1890— 9t, S. 45] habe ich auf den 
Unterschied derjenigen geometrischen Sätze hingewiesen, die sich aus- 
schliesslich auf die formalen Operationen des Verbindena und Schneidens 
der Grundelemente Punkte, Geraden, Ebenen, stützen, und derjenigen, 
die noch weitere Voraussetzungen, wie z. B. die der Stetigkeit benutzen. 
Zur ersten Klasse gehüren sicherlich die im folgenden benützten Sätze 
über die Perspektiven Kolli neationen und über harmonische Elemente, 
Dagegen greifen alle bekannten Beweise des » Grundsatzes der projektiven 
Geometrie « auf Stetigkeitsbetrachtungen zurttck. Um die Grenze dieser 
beiden Klassen festzustellen, ist es nülhig, so viel als irgend gehl, ohne 
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Es ist daher ni5lhig, so weit auf die Herleitung dieser Satze 
aus den Grundeigenschaften des Projicirens und Schneidens 
einzugehen, dass diese Unabhängigkeit zu erkennen ist. Auch 
die auf Streckengleichheit gegründeten Satze nehmen im Gebiet 
der nicht-projektiven Geometrie einen besonderen Platz ein, da 
sie vom Begriff der Länge und Kongruenz unabhängig abgeleitet 
werden können. 

Zum Schluss wird noch ein Beispiel einer Spiegehchaar ge- 
geben , die den Bedingungen I. und IIb. genügt. Es ist dies die 
Gesammtheit aller Umwendungen, deren Axen eine und dieselbe 
Gerade senkrecht treffen ; diese Sohaar führt auf die Gruppe von 
allen Schraubungen um ein und dieselbe Schraubenaxe. 



A. Projektive Schiebungen erster Art. 

138. Sollen zwei Strecken einander gleich sein, A^^^ = B^B^, 
so müssen sie unter einander parallel sein und ausserdem ihre 
Anfangspunkte und ihre Endpunkte auf parallelen Geraden liegen. 
Diese Eigenschaft reicht aus , um unabhängig vom Begriff der 
Länge zu einer Strecke ^j^j das ganze System der ihr gleichen 
Strecken (abgesehen von denen , die in derselben Geraden wie 
A^A^ liegen) zu finden, oder was dasselbe heisst (107.), um in 
derjenigen Schiebung, die dem Punkte A^ den A^ zuordnet, zu 
irgend einem (ausserhalb der Geraden A^A^ gelegenen) Punkte 
den entsprechenden zu finden. 

Aus der Figur dreier Ebenen, die eine Richtung gemein 
haben und von zwei parallelen Ebenen geschnitten werden, 
folgt, dass man zu einem Punkte C^ denselben entsprechenden 
Punkt Cj findet, ob man von dem ursprünglich. gegebenen Paar A„A^ 
oder von einem daraus erst konslruirten Paar B, , B^ ausgeht. 
Nur wenn alle drei Paare in einer Ebene .liegen, muss zum Be- 
weise ein ausserhalb der Ebene liegendes Hilfspaar eingeführt 
werden; der Satz gestattet dann auch auf der Geraden M^ ^3 
selbst zu jedem Punkte den entsprechenden zu finden, worauf 
wieder durch Einführung geeigneter Hilfspaare der Satz ohne 
Einschränkung für jede drei Paare gefolgert werden Jiann, 

Stetigkeitsbetrachtungen zu erledigen. Die folgenden Sätze gehören dieser 

aus den Operationen des Verbindens und Schneidens allein abgeleiteten 
Klasse Dn. 

Matb.-phrs. Oaese. IS33. 3g 
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Anmerkung. Die Notwendigkeit einen Umweg zu machen, 
um von zwei Punkten A^ , A^ auf Punkte ihrer Verbindungs- 
geraden zu kommen, tritt auch im folgenden an einigen Stellen 
auf, ohne dass wir die dadurch notwendii^e Vervollständigung 
des Beweises, die gcnaa wie hier verlauft, besonders liefern'}. 




1 29. Wir wollen unmittelbar die erzeugende Operation statt 
der daraus abgeleiteten Sätze projektiv übertragen. An Stelle des 
gemeinsamen unendlich fernen Punktes der Strecken wühlen wir 
jetzt einen beliebigen Punkt U als Centrum und an Stelle der 
unendlich fernen Ebene eine durch den Punkt U gehende Ebene U 
und nennen sie Spurehene. 

Ordnen wir dann einem beliebigen Punkte A( einen auf der 
Geraden A^ [/gelegenen Punkt A^ zu, dann ist jedem weiteren 
Punkte B^ ein einziger Punkt ßj so zugeordnet, dass die beiden 
entsprechenden Punkte B^ , B^ wieder mit U in einer Geraden liegen, 
wahrend die entsprechende Paare verbindenden Geraden A^ ß, 
und^,£, sich in U schneiden, woraus dann folgt, dass auch die 
durch drei Punkte .^,,ß,,C, und die durch ihre drei entsprechen- 
den Punkte .43, BjjCj gelegten Ebenen sich in einer Geraden der 
Ebene U schneiden. Auch diese Beziehung ist unabhängig 
vom Ausgangspaar und ordnet dann jedem Punkte des Raumes 



1) Auf die genauere Ausführung dieser Satze, die hier nur als HilfSr 
salze auftreten , kann ich um so eher verzichlen, da ich an anderer Stalle 
darauf zurückkommen muss. 
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einen beslimmten Punkt zu, und zwar so, dass den Iktnkten einer 
Geraden oder Ebene wieder die Punkte einer Geraden oder Ebene 
entsprechen, welche die erste in einem Punkte oder einer Geraden 
der Ebene U trifft. 

Die so definirte Verwandtschaft nennen wir eine projektive 
Schiebung erster Art mit dem Centrum U und der Spurebene U ') 
Wir 





130. Soll in der projektiven Schiebung %, die dem Punkte 
^1 den Punkt A^ zuordnet, ku diesem Punktet, wieder der 
entsprechende gesucht werden, so hat man die Konstruktion aus 
einem Hilfspaar 5, , B^ herzuleiten, das nicht auf der Geraden 
A, A^ liegt. Da sieh die Geraden A^ A^ und B^B^ in ü treffen, 
und das Paar A^ A^ aus einem Punkte der Spurebene nachß,, Bj, 
dieses Paar aber aus einem weiteren Punkte der Spurebene nach 
^5, A^ projicirt werden, so bilden die zwei Spurpunkte zu- 
sammen mit B^ und B^ ein vollständiges Viereck, auf dessen 
Nebenseite A^ U die beiden Punkte A^ , A^ durch die Punkte A^ 
und (/harmonisch getrennt werden D h 

Satz. Ordnet eine projektive Schiebung 21 einem Punkte ^, 
den I^nkt A^ zu, so ordnet ihre Wiedet holung, d. h. die Verwandt- 
schaft 3t* , dem Punkte A^ seinen t let ten hat manischen A^ zu A^ 
und dem Gentrnm Uzu 

Da aber die Verwandtschaft 31* ihrei Definition zu Folge 
ebenfalls eine projektive Schiebung mit dem Centrum U und der 
Spurebene U ist, so kann man umgekehrt sie als eine beliebige 

1) Sie ist e\ni, per speitiie Kolhneation bej ftclcher das Centrum in der 
Spurebeno liegt. Ueber diese \er»andtsi,baft vei gleiche man v. Staudt, 
Geometrie der Lage Nr 135 
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solche Verwandtschaft %' ansehen und aus ihr diejenige pro- 
jektive Schiebung suchen, deren Wiederholung 9t' ergiebt. Ist 
in dieser dem Punkte A^ der Punkt A^ zugeordnet, so muss in 
'ü' (nach dem Satze) der vierte harmonische A^ von A^ zu A^ und U 
zugeordnet sein. Daher ist auch bei gegebenem J, und A^ der 
Punkte, als vierter harmonischer von f/zu.4, und j, bestimmt: 

Umkehiung. Ordnet eine projektive Schiebung 31' einem Punkte 
A^ den Punkt A^ zu, so ist sie die Wiederholung derjenigen pro- 
jMven Schiebung, die dasselbe Centrum U und dieselbe Spur- 
ebene U wie jene hat, und welche dem Punkte A^ den vierten 
harmonischen A^ von U au A^ und A^ zuordnet. 

Satz, Es giebt nur eine einsige projektive Schiebung, deren 
Wiederholung eine gegebene projektive Schiebung 91' liefert. 

Denn der dem Punkt A^ entsprechende Punkt yl, ist ein- 
deutig bestimmt, und somit ist es auch die Schiebung 9t, da sie 
Centrum und Spurebene mit 91 gemein hat. 

131. Die Spiegelung an einem Punkte geht durch projektive 
L'ebertragung in die projektive Spiegelung an einem aus Punkt 
und Ebene bestehenden Paare tlber; die Ebene ist diejenige, die 
bei der Uebertraguog aus der unendlich fernen Ebene hervorgeht. 

Wenn wir daher früher die Schiebung als Folge zweier 
Punktspiegelungen dargestellt haben, so wird jetzt die projektive 
Schiebung als Folge zweier projektiven Spiegelungen ausgedrückt 
werden können, welche die Spurebene zum gemeinschaftlichen 
Spie gel element haben. Der direkte Beweis dafür geht aus einem 
Satze hervor, den wir in seiner allgemeinsten Form voranstellen. 

Die projektiven Spiegelungen sowohl an Punkt und Ebene, 
wie an zwei windschiefen Geraden sind koüineare Verwandt- 
schaften''). Daraus folgt, dass Punkte einer Geraden wieder in 
solche Punkte und insbesondere vier harmonische Punkte einer 
Geraden wieder in solche gespiegelt werden; Hieraus ergiebt sich 
aber der 



i ) Die Spiegelung an Punkl und Ebono kann als besonderer Fall einer 
Perspektiven Kollineation aufgefasst werden, bei der das Centrum nicht (wie 
bei der projektiven Schiebung) in der Spurehene liegt, bei der aber irgend 
ein Paar entsprechender Punkte {und infolge dessen jedes Paar) harmonisch 
zum Centrum und zur Spurebene liegt. Da die Folge zweier kollinearen 
Verwandtschaften wieder eine solche ist, so ist auch die Spiegelung an 
einem Geradenpaare, die sich (nach 81.) in zwei Spiegelungen an Punkt und 
Ebene zerlegen IHsst, kollinear. 
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Satz. Werden durch eine Spiegelung ■! *!■ zwei Spiegel- 



e r, und tj (also Punkt und Ebene, die nickt in einander 
liegen, oder zwei Geraden, die nickt in derselben Ebene liegen) in 
die Elemente r, und r,' übergeführt, so geht dabni die Spiege- 
lung \*\ in die Spiegelung -J ' !■ über. 

Denn entsprechen sich zwei Punkte A^ , A^ in der Spiegelung 
j j* , so hat ihre Verbindungs gerade sowohl mit dem Spicge!- 

element r,, wie mit r^ einen Punkt gemein , und beide Punkte 
liegen zum Paar A^,A^ harmonisch; daher müssen auch die 
beiden Punkte ^4,' und A^ und die Punkte der Spiegeleiern ente 

ti und r^, in die jene Punkte durchs '> ühergeführt werden, 

wiederum auf einer Geraden harmonisch liegen, also A', und A^ 

'? 

Spiegelung \ '\ durch ■! '!■ '" { ', r übergDfUhrt. 
Es gilt daher (36.) die Gleichung: 

TJmkehrung. Gilt diese Gleichung, so tvird das Spiegel- 
element r, durch •[ '^ in eines der Spiegelelemenie x',, r^ über- 
geführt, tj aber in das andere. 

Denn würde r, und r^ in r^' und I, übergeführt, so würdo 
nach dem Satz die Gleichung gellen 



■ser mit der obiger 
n rechten Seiten 

ufügt, 



durch Vergleichung dieser mit der obigen Gleichung erhält man, 
indem man die beiden rechten Seiten gleichsetzt und dann 

beiderseits vorn < . ' > zufügt, 
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Daher müssen die Spiegelelemenle r; und tj' entweder den 
Klementen r^' nnd r^' oder r^ und i" gleich sein, w. z, b. w. 

132. Wenden wir diesen Satz auf projektive Spiegelungen 
an, die eine Ebene oder eine Gerade als gemeinsames Spiegel- 
element besitzen, so muss, da dieses in sich gespiegelt wird, 






das andere der ersten Spiegelung in das andere der letzten g 
spiegelt werden, und wir erhalten so für die Gleichungen 
iRS\ _IST\ 

\u u/ "^ lu u/ 




lung 

lltCD 

und 
;ungen 



•lass du Punll R an \ \ in T 



die geometrischen 

und die Gerade r an<. . in t geipwgelt wird, deren erste 

noch so fassen kann, dass die Punlte R, S T m imu (.eiaden 
liegen und in ihr die Punkte R und T lon b und dtm Schmtlpunll 
mit U harmonisch gelrennt werden 




1 33. Die erste Gleichung der vorigen Kummer sagt 
wenn man einen Punkt J, erst an| lnach£, und diesen an<, 
spiegelt, man auf denselben Punkt A^ kommt, als wenn man A, 
zuerst an C !■ nach B^ und diesen an l j gospiegeU hätte. Der 
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SaU ist also nur ein Ausdruck der harmonischen Lage von Punkten 
in einem vollständigen Viereck, dessen Ecken die Punkte A^ , A^, 
JS,, ßj und von dessen Nebenecken die eine in S, eine zweite 
in U, die dritte in der Ebene U liegt, wahrend die Nebenscite 
S U die Seiten des Vierecks noch in den Punkten R und T trifft. 
Da demnach die beiden Geraden A, A^ und RTin U, die 
Geraden A, R und A^ T in einem Punkte von U zusammenlaufen, 

so bringt die Folge der Spiegelungen < \ den Punkt /Ij in die- 
selbe Lage^j, wie eine projektive Schiebung mit dem Centrum 
U und der Spurebene U, in welcher dem Punkte /{ der Punkt T 
enlspricht, das ist aber (nach 1.S0, Umkehrung) die Schiebung, 
die durch Wiederholung derjenigen entsteht, welche dem Punkte 
ß den Punkt S zuordnet, und U zum Gentrum, U nur Spurebene 
hat. Da dies fttr jedes Paar -4, , A^ gilt, so folgt der 

Satz. Die Verwandlschaß l 1 entsteht durch Wiederholung 

derjenigen projektiven Schiebung, welche dem Punkte R den Punkt 
S zuordnet und welche U zur Spurebene und deren Schnittpunkt 
mit der Geraden RS zum Gentrum hat. 

Zugleich folgt die 

IJinkehrung. Jede projektive Schiebung mit der Spurebene U, 
m d&r einem Punkte A^ der Punkt A^ zugeordnet ist , lässt sich in 
zwei projektive Spiegelungen zerlegen, die die Spurebene zur ge- 
meinsamen Spiegelebene haben. 

Von den Spiegelpunkten R und S der beiden Spiegelungen 
kann für den einen jed^r beliebige Punkt des Raumes (ausserhalb}}) 
gewählt werden, während der andere so bestimmt werden muss, 
dass dem lenkte R der Punkt S in derjenigen projektiven Schie- 
bung entspricht, deren Wiederholung die gegebene Schiebung ergiebt. 

Oder in anderer Fassung : 

Znsatz I. Sind eine Ebene U und drei beliebige ausserhalb 
ihr gelegene Ihinkte Q, R, S gegeben, so ist dadurch eindeutig ein 
Punkt P so bestimmt, dass wird : 

\U U/ \U U) 

Hier entspricht nun dem Punkte fi der Punkt S und dem 
Punkte Q der Punkt P in ein und derselben projektiven Schiebung, 
die U zur Spurebene hat. 
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Aus der Gleichung folgt noch , dass für irgend drei Punkte 
Q, it, S und oine (nicht durch sie hindurch gehende) Ebene U 
stets die Bedingung gilt 



fQRSV 

luuu/ 



\uuu; 



Wir geben dem Satze noch eine weitere Fassung, die wich- 
tigste von allen: 

Zusatz n. Die projektiven Spiegelungen, die eine gemeinsame 
Spiegelä)ene U und alle mHgliche (ausserhalb U gelegenen) Punkte 
des Raumes sm Spiegelpunkten haben , bilden eine Spiegelschaar^ 
die der Voraussetzung I. des XIII. Abschnittes genügt. 

Aus dem Satze 114. folgt noch mit Rücksicht auf die Um- 
kehning des Satzes 133.: 

Zusatz in. Alle projektiven Schiebungen mit gemeinsamer 
Spurebene bilden eine Gruppe vertauschbarer zweispiegeliger Ver- 
wandtschaften. 

134. Die Gleichung 

jfisy _IQP\ 
lu u/ " \u ui 

lässt bei gegebenen Puntten Q, R,S den vierten Punkt P durch 
eine projektive Schiebung 
ündcn i13S Zusatz I.). 

Diese Konstruktion lässt 
Mib durch zweimaligesAuf- 
hndeu harmonischer Punkte 
ersetzen Bealimmt man 
ndmüch einen Punkt M so, 
dass 

KU/1 _ ivsi 
\u u/ ^ lu ul 

wird , d. h. so , dass Q und S durch M und die Ebene _U harmo- 
nisch getrennt werden, so folgt aus dieser und der vorigen Glei- 
chung (nach 1 1 9.) : 

iRM\ __ iMP\ 

\\i u/ ~ \u u/ ' 

d. h. P bestimmt sich als viertes harmonisches Element des 
Punktes R zum Punkte M und der Ebene U. 
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133, Spiegelt man einen Punkt an«! '> nach S^, S, an 

■! '/ nach Sj, u. s, f., schliesslich S^_^ an \ "T'^j nach Sj,, so 
erhält man (132.) die Gleicbungenr 

/<*^<\ _- /^< ^*'A _ _ /^"-* -''V-A _ i^r-, SJ 

tuUf \UUl tu Ul~\U MI 

Aus diesen Gleichungen folgt aber 

luu; "\uu uu ■■ u u u u/^tu ur 

Nach der Konstruktion bilden auf der Geraden OS, die 
Punkte 0, S, . S^ , - ■ S,,^, , S„ eine harmonische Beihe mit dem- 
jenigen Punkte U als Grenzpunkt, In welchem die Gerade von 
der Ebene U getroffen wird. Gilt aber umgekehrt die Gleichung 

ios,r_iosA 

lu Ui \U U/' 
so muss eine harmonische Reihe von Punkten 0, S, , Ä'^, - ■ ■ auf der 
Geraden OS, existiren, in der der Punkt >S^ als v^" auf folgt. 
Sind nun die beiden Punkte und S,, beliebig ausserhalb 
der Ebene U gegeben, so ist durch den Punkt als Anfangs- 
punkt, S;, als {v + 1)'*" Punkt lind durch den Schnittpunkt der 
Geraden S^ mit U als Grenzpunkl eine harmonische Reihe ein- 
deutig bestimmt '). Und ist in ihr S, der erste auf folgende 
Punkt, so gilt wieder die obige Gleichung. 

Satz. Sind ausserhalb der Ebene U zwei beliebige Punkte 
und S^ gegeben, so ist dadurch eindeutig ein Punkt S^ bestimmt, 
derart, dass die Spiegelgleichutig gilt 

■ fos.r (osj_ 

i) Die Koiisiruklioii von S, bei Regebenen 0, S^ und U ist, wie be- 
kannt, ganz entsprechend der p- Teilung einer Strecke auszuführen: 
Man ziebe durch eine beliebige -^Wilere Gerade (ausser OS,) und kon- 
struire auf Ihr eine beliebige harmonische Reibe mit dem Anfangspunlit 
\ind dem Grenzpuakt in U. Ist 0, T, , Ts,..r, diese Reibe, T^ also der 
c" auf folgende Punkt, so projicire man aus einem Punkte von U T, nach 
Sy, dann projicirt sieb T, nach .5, und die ganze barmoiiisohe Reihe 
, T„ ..Tf nach , S„ . . S^. Aus dieser Konstruktion folgt auch die Ein- 
deutigkeit des Punktes S,. 
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Difi Vcrgieichung dieses Satzes mit dar Vorausselzung IIa. 
liefert den 

Zusatz. Die in Nr. 133, Zusatz JI, bezeichnete Spiegelschaar 
genügt auch der Voraussetzung IIa. des XIII. Abschnittes. 

Daraus folgt, dass alle dort aus den Voraussetzungen I. und 
IIa. abgeleiteten Sät/e ohne weiteres auf unsere Spiegelschaar 
übertragen werden dürfen. 

13(;. Wir könnten die Satze über die projektiven Schie- 
bungen erster Art noch dual übertragen und würden so zu ihrer 
Darstellung aus zwei projektiven Spiegelungen mit gemeinsamen 
Centren kommen. Statt dessen wollen wir diese Darstellung aus 
der vorigen auf einem Wege ableiten, der noch auf eine Zer- 
legung in ganz anders geartete Spiegelungen führt. 

Betvachten wir die projektive Schiebung 

^ luu/' 

und legen wir durch die Punkte H und S zwei beliebige Ebenen 
R und S, deren Schnittgerade w^ in U liegt, so wird, wenn man 
die Gerade HS mit w, bezeichnet, nach 81 . 

\\ll \Rw,h tu; -\«;Sl ' 

rasi _ /[fro, «j, m _iuu\ 

lUU; ~lR»,«., S/^lRSl- 
oder wenn wir die Buchstaben oben und unten vertausclien, 



also 



a. 



/nsi (Rsi 
■ tu u/ ~ Xuui ' 



R 




Legen wir andererseits durth die Punkte /i und S zwei beliebige 
GeiurfpH j und s die sieh in der Spurebene U im Punkte 1' 
treffen und fernei m der Spurebene U durch das Centram U 
eine beliebige Geride >t idie nicht durch V geht] , so wird, falls 
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man die Ebene, die n und fi und S enthüll, mit V bezeichnet, 
nach 81. 

m frV\ js\ (rs\ 

also 

\U U/ \u V V u) W «/ ' 
daher 

mSi fRSl |..|, 

Hier sind nicht nur R und 8 entsprechende Punkte der 
Schiebung , deren Wiederholung 9t ergiebt, sondern [nach 429.) 
auch R und S entsprechende Ebenen und r und s entsprechende 
Geraden dieser Verwandtschaft. Daraus folgt der 

' Satz. Es giebt dreierlei MüglickkeUen, eine projektive Schiebung 
erster Art als Folge zweier projektiven Spiegelungen darzustellen. 
Man wähle für beide Spiegelungen ein gemeinsames Spiegelelement, 
und zwar entweder die Spurebene, oder das Centrum, oder eine 
Gerade, die in dei- ersten liegt und durch das zweite gehl, und als 
weitere Elemente beider Spiegelungen im ersten Fall zwei Punkte, 
im zweiten zwei Ebenen, im dritten zwei Geraden, die einander 
in derjenigen projektiven Schiebung entsprechen, deren Wieder- 
holung die gegebene Schiebung ergiebt. 

Da man auch von vornherein die Ebenen R und S und den 
Punkt U oder die beiden sich schneidenden Geraden r und s 
und die Gerade u annehmen kann , und dazu die übrigen Ele- 
mente hinzufügen, die den Satz ausmachen, so ergiebt sich die 
Umkehrang. Die Folge zweier projektiven Spiegelungen, die 
ein Spiegelelement gemein haben, und deren beide andere 
Spiegelel&mente, falls sie Geraden sind, sich schneiden, ist eine pro- 
jektive Schiebung erster Art- 
Ist das gemeinsame Spiegelelement eine Ebene, so ist sie die 
Spur^ene der Schiebung , während die beiden anderen Spiegel- 
elemente Punkte sind, deren Verbindungsgerade die Spurebene im 
Centrum trifft. 

Ist das gemeinsame Spiegelelement ein Punkt , so ist er das 
Centrum der Schiebung, während die beiden anderen Spiegelelemente 
Ebenen sind, deren Schnittgerade mit dem Centrum durch die Spur- 
ebene verbujiden wird. 
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Und ist das gemeinsame Spiegelelement eine Gerade , so sind 
die beiden anderen Spiegelelemente zwei sich schneidende Geraden, 
deren Ebene jene Gerade im Centrum trifft und deren Schnittpunkt 
mit jener Geraden durch die Spurebene verbunden wird. 

137. Die für räumliche Systeme angeslellten Betrachtungen 
gelten in naturge masser Veränderung auch für ebene Systeme und 
für Systeme auf der Geraden. Statt der Spiegelungen an Punkt 
und Ebene hat man in der Ebene die Spiegelung an Punkt und 
Gerade zu setzen, während die Spiegelung am windschiefen 
Geradenpaar nichts entsprechendes hat. Ebenso bleibt in der 
Geraden die Spiegelung am Punktepaar für die den vorigen ana- 
logen Sätze als einzige Spiegelung übrig. 

An Stelle der räumlichen projektiven Schiebung erster Art 
tritt in der Ebene als einzige Schiebung diejenige mit Spurgeraden 
und in ihr liegendem Gentrum, während in der Geraden. bIw 
Punktallein als ausgezeichnetes Element derSchiebung vorhanden 
ist und zugleich als Centrum, wie als Spurpunkt aufzufassen ist. 

So gilt in der Geraden z.B. zwischen vier beliebigen Punkten 
Q,li, S und V die Gleichung 

Xuuuf 

dies ist aber der in der in der Fussnole 2) Nr, 106a. erwähnte 



B. Projrklive Schiebungen zweiter Art, 

138 Zu einer allgemeineren (ebenfalls kollinearen) Ver- 
wandtschaft gelangen wir, wenn wir, wie in Nr. I^fi, die Folge 
zweier Spiegelungen an Geradenpaaren mit einer Geraden als 
gemeinsamem Spiegelelement betrachten, jedoch ohne die Ein- 
schränkung, dass die beiden anderen Geraden sich treffen müssen. 

Es seien jetzt also r , s und u drei beliebige Geraden, die nur 
der Bedingung unterworfen sind, dass u von keiner der beiden 
anderen getroffen wird. Wir untersuchen dann die zweispiege- 
lige Verwandtschaft 



Legt man durch die Gerade u irgend eine Ebene, welche r 
und s in den Punkten R und S schneiden möge, so lässl sich die 
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Spiegelung ■! > für die Punkte dieser Ebene ersetzen durch { \ 
(vgl Nr. 79. 5) und ebenso ■! \ durch ■! !■. Die Verwandtschaft 
i \ ist aber eine projektive Schiebung in dieser Ebene, man 



Satz. Die kollineare Verwandtschaft ^:=\ ffükrtjede 

durch die Gerade u gehende Ebene vermöge einer ebenen projektiven 
Schiebung in sich i^r, deren Spurgerade die Gerade u ist, und 
deren Centrum üausu von derjenigen Geraden ausgeschnitten wird, 
welche die in jener Ebene liegenden Punkte von r und s verbindet. 

Wir nennen eine solche Verwandtschaft iß eine projektive 
Schiebung swdter Art^]. Die Gerade m heisst ihre Spurgerade. 

Diese Verwandtschaft bewirkt, dass jeder durch u gehenden 
Ebene ein bestimmter Punkt U der Spurgeraden als Centrum 
beigegeben ist, und umgekehrt, dass jedem Punkte U der Geraden 
u eine durch u gehende Ebene beigegeben ist, welche nämlich 
diejenige durch U gehende Gerade enthält, welche die Geraden 
)■ und s trifft. Es findet sich demnach in jeder solchen Ebene 
ein Strahlbüschel, dessen Centrum U in u liegt, und von dessen 
Strahlen ein jeder durch die Verwandtschaft S8 in sich nach dem 
Centrum (Spurpunkt) ü hin geschoben wird. 

1 39 . Ist nun q irgend eine weitere Gerade, die von der Ge- 
raden u nicht getroffen wird, so giebt es eine und nur eine Ge- 
rade «i derart, dass die Gerade s an ■! f in q gespiegelt wird. 

Denn legt man durch m zwei Ebenen, die q und s in den Punkten 
C>, und S, , und in Q^ und S^ treffen, so giebt es in jeder dieser 
Ebenen einen Punkt, M^ in der einen, M^ in der anderen, derart, 
dass in dem ebenen Systeme die Gleichungen gelten 



1) Die Erweiterung dieser Sätze auf Rüumo höherer Dimension , in 
denen entsprechend der vergriisserten Anzahl projektiver Spiegelungen 
auch mehr Arten von projektiven Schiebungen auftreten, unterliegt keiner 
Schwierigkeit. Man liilnnle in unserem Raum zwischen (), B)-So hiebungen 
und (2, ä|-Schiebungen unterscheiden. Ebenso im Baume !■'" Stufe 
zwischen {i, p — 1|-, (*, y — ä)-, {3, !■ — 3)-Schiebungen u. s. w. 



Hosted by 



Google 



1-~ /' 



Ist dann m die Gerade , die die beiden Punkte jV, und Af, 
verbindet, so werden (nach 79. 5) die Punkte Q, und Oj ""i 

Geradenpaar j f in S, und S^ , also 

(da die Spiegelung eine kolüneare 

Abbildung ist) die Gerade q in die 

Gerade s gespiegelt. Es gilt dalier 

131.) die Gleichung 



SpiegeltmandieGeradeian-j I- nach 
p , so wird ebenso 




(,•»,1 

Xuu) 



mp\ 



Werden nun die vier Geraden p, q, r, s und die Gerade m 
von einer beliebigen durch u gehenden Ebene in den Punkten 
P, Q, R, S geschnitten, so gelten (nach 79. 5) in dieser Ebene 
die Gleichungen : 



{'!}-{!f} """ 



)SM\ 



IMQ\ 
•\uul 



und aus ihnen folgt nach Nr.134. mit Rücksicht aurNr.137. 
Gleichung 

IQ PI _ (B S\ 

\„ „I - \« „I 



Statt einen Punkt dieser Ebene an der Folge 



IQPy 



der Folge < !■ zu spiegeln, kann man ihn (wegen 79,5) an den 
Folgen von Geradenpaaren i 



und 



ein und beide 



Folgen ergeben wegen der letzten Gleichung dieselbe Endlage 
des Punktes. Da aber jeder Punkt in einersolchenEbene liegt, 

so wird jeder Punkt des Raumes durch die Folge ■j"'^* in die- 
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selbe Endlage übergeführt, wie durch die Folge < >, d, h. es 
gilt allgemein die Gleichung 

{?.:}-{:,:}■ 

Wir haben hierin die Gerade p durch zwei Spiegelungen je 
einer Geraden an einem Geradenpaar erhalten [Gleichungen 1) 
und 2) ], und können daher den Satz aussprechen ; 

Satz. Sind vier beliebige Geraden q, r, s und u gegeben, so 
dass die letzte von keiner der drei anderen geschnitten wird, und 
bestimmt man aus q, s und u eine Gerade m und aus r,' m und u 
eine Gerade p, so dass sie den Gleichungen genügen 



={::} 



und 



lmp\ 



so gilt zwischen den Geraden p, q, r, s und u die Gleichung 

[u ul (u ul 

Zusatz I. Sind eine Gerade u und drei beliebige Geraden 
q, r, s, die die erste nicht schneiden, gegeben, so ist dadurch ein- 
deutig eine Gerade p so bestimmt, dass wird: 

{"} = {"}■ 

Im u) \u ui 

Oder: 

Znsatz II. Die projektiven Spiegelungen, die eine Gerade u 
als gemeinsames Spiegelelement und alle möglichen (u nicht 
schneidenden) Geraden als zweite Spiegelelemente haben, hÜden 
eine Spiegelschaar , die der Voraussetzung I. des XIII. Ab- 
schnittes genügt. 

Zusatz in. Die projektiven Schiebungen zweiter Art, die eine 
Geraden als gemeinsames Spiegelelement haben, bilden eine Gruppe 
vertausckbarer zweispiegeliger Verwandtschaften. 

In diese Gruppe eingerechnet sind auch solche Verwandl- 
gchaften, bei denen sich die beiden Geraden r und s treffen, 
d. h. projektive Schiebungen erster Art, deren Centrum auf der 
Geraden u liegt, wUhrend ihre Spurebene durch sie hindurch- 
geht (vgl. Nr. 136.]. 
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1 40. Da nach dem Beweisgange der vorigen Nummer Glei- 
chungen, die für die Punkte zweier durch die Geraden gelegten 
Ebenen entsprechend gellen, sich zu einer Gleichung zwischen 
denVerbindungsgeradenjcnerPunUe verknüpfen lassen, so folgt, 
dass auf demselben Wege, den wir in der vorigen Kummer ein- 
geschlagen haben, auch die übrigen ftlr projektive Schiebungen 
der zwei Ebenen gellenden Sätze sich auf die Verbindungs- 
geraden übertragen lassen. 

So erhalten wir noch die folgenden Ergebnisse. 

Satz. Sind zwei beliebige Geraden o und s^ gegeben, die 
eine dritte Gerade « nicht treffen , so ist dadurch eindeutig eine 
Gerade s, bestimmt, derart dass die Gleichung gilt : 
ios.Y iosA 
\uui =\uui- 

Zusatz. Die im vorigen [Nr. 439, Zusatz IL) bezeichnete 
Spiegelschaar genügt auch der Voraussetzung IIa. des XIII. Ab- 
schnittes. 

M\. Bestimmt man die Gerade t so, dass die Gleichung 
besteht : 

[u u) \u u] ' 



80 wird die Gerade r durch \ \'\a sich gespiegelt, durch ( > aber 

in Folge dieser Gleichung in ( [132.); d. h. der Geraden r ent- 
spricht in der Verwandtschaft ^ die Gerade (. 

Daraus folgt jetzt aber, dass eine Verwandtschaft 33 durch 
die Spurgerade u und ein Paar entsprechender Geraden, die u 
ntc/ii treffen, eindeutig bestimmt ist. Denn sind r und ( diese Ge- 

(r\ 
raden und wird m an < / nach / gespiegelt, so gilt die Gleichung 



stellt man aber die Verwandtschaft 39 so dar, dass r als erste 
Spiegelgerade gewählt, s als zweite dazu bestimmt wird, so 
muss die Gerade r , da sie durch die Verwandtschaft SO in ( 

übergeführt werden soll und an s !■ in sich gespiegelt wird 
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an< ? in t gespiegelt werden, oder was dasselbe heisst es muss 

u an s [■ in s gespiegelt werden, d. h. s mit s' identisch sein. 

Dann folgt aber wiederum, dass die Wiederholung der- 
jenigen projektiven Schiebung zweiter Art, die der Geraden )■ 
die Gerade s zuordnet, die Verwandtschaft© ergiebt, d. h. : 



Satz. 



Die Verwandtschaft^ !■ entsteht durch Wiederholwig 

derjenigen projektive^ Schiebung zweiter Art, welche u zur Spur- 
geraden hat, und der Geraden r die Gerade s zuordnet. 

Und die 

Umkehrnng. Jede projektive Schiebung zweiter Art mit der 
Spurgeraden w, welche einer Geraden a^ eine Gerade a, zuordnet, 
lässl sich in zwei pryektive Spiegelungen zerlegen, die die Sptir- 
gerade zum gemeinsamen Spiegelelement haben. 

Von den beiden anderen Spiegelelementenr und s kann für das 
eine jede beliebige (u nicht schneidende) Gerade des Raumes gewählt 
werden, während das andere so bestimmt werden muss, dass der 
Gei'aden r die Gerade s in derjenigen projektiv 
spricht, deren Wiederholung die gegebene ergiebi 



Polar« Gebildü. 

142. Durch den Nachweis, dass unsere Schaaren von Spie- 
gelungen, die ein gemeinsames Spiegelelement besitzen, den Be- 
dingungen!, und la. genügen, ist sofort die Anwendbarkeit aller 
Sätze, die aus diesen beiden Bedingungen gefolgert worden sind, 
auf diese Schaaren bewiesen. Insbesondere nehmen jetzt die 
Satze der Nr. 190, die folgende Form an: 

Nimmt man im Räume eine beliebige Ebene U oder einen be- 
liebigen Punkt ü oder eine beliebige Gerade u an, und ausserdem 
eine Gruppe von v Punkten P,, .. P^, die nicht in U liegen, oder 
eine Gruppe von v Ebenen P,, . . P^, die nicht durch U gehen, 
oder eine Gruppe von v Graden p, , . . f„, die nicht u 
schneiden, so ist dadurch eindeutig ein Punkt M, oder eine 
Ebene M oder eine Gerade m bestimmt, derart dass die Glei- 
chungen gelten : 

Uitli.-pliya. Cbsse. 1S93. 39 
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H. W 


lENEÜ, 


(WPi 


M P, . , 


.)/ K\ 


lu u 


U U 


u u/ 


(«IP, 


«1 P, ., 


MPJ 


\uuvu 


V vi 



n Pim p^ . . rn Pi\ 



= 1. 



Wählt man überdies einen beliebigen Punkt 0, oder eine be- 
liebige Ebene 0, oder eine beliebige Gerade o, so gelten die 
Gleichungen : 

iO P,OP._..0 />,,\ _ (0 MV 

lu u u u u u/ " tu u/ ' 

10 P, P, .. OPJ _ iOttV 
\u UU U Uüi \U üf ' 

fo Pf p^ pJ fo mV 

\u u it u uuj ^ \u u) ' 

Gelten umgekehrt diese Gleichungen für irgend ein Element 
0, 0, 0, so gelten sie für jedes andere Element 0', 0', o' eben- 
falls, und es gelten auch die ersten Gleichungen. Daraus ergiebt 
sich wegen der Willkürlichkeit für das Element 0, 0, o eine 
Menge von speciellen Verfahren, um die Elemente M, M, m zu 
finden, wie sie analog beim Aufsuchen des Schwerpunktes zu 
einem System von Punkten verwendet werden. 

Der Punkt M heisst der Pol der Ebene U, die Ebene M die 
Polare des Punliles U in Bezug auf jene Punkt- und Ebenen- 
Gruppe, und ebenso können wir die Gerade m die polare Axe 
der Geraden u zu jener Gruppe von Geraden nennen. Dann 
folgt der 

Satz. Dreht sich eine Ebene um eine Gerade u und man sucht 
in jeder ihrer Lagen den Pol der Geraden u in Bezug auf die 
V Schnittpunkte der Ebene mit v festen Geraden des Raumes, so 
liegen diese Pole sümmtliche auf einer Geraden , nämlich der 
polaren Axe der Geradm u in Bezug auf die v festen Geraden. 

C. Schraubungen um ein und dieselbe Axe. 

1 43. Satz. Die Umwendungen um alle Geraden, die ein und 
dieselbe Gerade a senkrecht treffen, bilden eine Spiegelschaar, die 
der Bedingung 1. genügt. 
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Dies ist nur ein anderer Ausdruck der in Nr, 1 0. bewiesenen 
Satze. Da die Folge zweier solchen Umwendungen eine Schrau- 
bung um die Axe a ist (10, Satz), so ergiebt sich [nach 414.) der 

Znsatz, Die Gesammiheit der Schraubungm um ein und die- 
selbe Axe a bildet eine Gruppe zweispiegetiger vertauschbarer Ver- 
w andtschaflen. 

144. Um das Verhalten unserer Spiegelsehaar zu der Voraus- 
setzung II. zu prüfen, haben wir die v-Teüung einer Schraubung 
KU untersuchen; d. h. sind o und s^ irgend zwei Geraden der 
Schaar, so ist eine Gerade s, so zu finden, dass die Gleichung gilt 
11. [os^} = [os,]'' oder 

Ist Sn zu o parallel, also {o s^,} 
eine Schiebung, so ist diejenige 
Gerade, welche zu beiden parallel 
ist und das zwischen ihnen ge- 
legene Sttlck der Axe von o aus 
gerechnet »'-teilt, eine Lösung 
für S|, Ist aber i„ nicht parallel 
zu o, ein anderes Gemeinlot als a 
zwischen ihnen also nicht mög- ' 
lieh, so muss jede Gerade, die o 
und s, senkrecht trifft, in Folge 
der letzten Gleichungen auch s^, 
und dann auch Sj u. s, w., endlich 
s^ seukrecht treffen, d. b. das Gemeinlot u von o und s, 



das einzig mögliche Gemeinlot i 
der Geraden schaar. 

Ist Oberhaupt eine Gerade 
die Ein- oder Mehrdeutigkeit vo 
ab (vergl, 125.) 



a und s,, daher gehört s^ zu 



I als Lösung denkbar, so hängt 
dem Bestehen einer Gleichung 



oder: 



{^. 



{j, s;} = [s; <} = . . = {sS'-') s, ("-')} = {^,("-0 Ä,}. 

Eine Schraubung oder Schiebung kann bei keiner Wieder- 
holung die IdenlitSt ergeben, es kann daher {s^ s',} nur eine 
Drehung sein, d. h. s, und s^ müssen sich treffen. Wir sind 
daher auf die bekannte Aufgabe geführt, eine volle Umdrehung 
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Fünfte Abhandlung (7. 12. 1891.). 
Veber die aus zwei Spiegelung en susammetigesetzteii Verwandt- 
schaften. Nr. 86—1 06. H 

X. Ueler geometrisclie Uebertragnnggsätze 86- 

Elnschub I. S9- 

A. SStzeüberFrojektivitaten in der Geraden (Nr. 89» 

bis I). 
A'. Sätze über Bewegungen starrer räumlicher Sy- 
steme. (Nr. 90 a' bis 1') . 

XI. TJeler Verwandt scliaften, die sich als Folgen zweier 
Spiegelnngen darstellen lassen 9S~ 

Beispiele: 1] Wann gelten für drei Umwendaseii die 

Beziehungen {rs(}= = 1 , {j-tj}=|^ 1? 

a) Wann sind zwei Bewegungen vertauachbar?. . . 
f^n^v^Einsckub IL Involutionen eines Büscbels. 

Konstruktion entsprechender Punkte einer Projokti- 
vitiit mittelst einer endlichen Anzahl von Konstruk- 
tionen harmonischer Punkte. (Nr. 106a bis f). 

Sechste Abhandlung (31. 7. 1893.). 
Veber Gruppen vertaischbarer zweispiegeiiger Kenuandi- 
schalten. Nr. 107—147. 
Xll. Der TJelergang von Streckengleichnngen zu Glfichnngen 

zwischen Pnnktspiegelnngen )07— 



XIII. Formale AMeitnng der Süt/e über Gi'n]ipen vert»n:^cli- 
larer zweispiegeiiger Verwandtschaften i 

Voraussetzung 1 1 

Voraussefzung IIa i 

Voraussedung IIb. 1 

XIV. 6eom«trische Anwendungen i 

(Gruppen von projektiven Schiebungen und von Schrau- 
bungen. Polare Gebilde zn einer Gruppe von Punkten, von 
Ebenen, von windschiefen Geraden undvonUmwendaien.) 

A. Projektive Schiebungen erster Art 1 

B. Projektive Schiebungen zweiter Art .,...,. 1 
Polare Gebilde 

C. Scbraubungen um ein und dieselbe Axc 1 

Mittlere Umwendaxen 

Schiussbomerkung 
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